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Úvod

Tento dokument obsahuje seznam otázek pro źıskáńı zápočtu z předmětu Teorie množin.
Vlastnoručńı vypracováńı těchto otázek je nutnou podmı́nkou pro př́ıstup k ústńı zkoušce.

Pokyny pro vypracováńı

• Každá otázka by měla být zodpovězena v plném rozsahu, včetně všech požadovaných
definic, d̊ukaz̊u a př́ıklad̊u.

• U d̊ukaz̊u uvádějte kompletńı argumentaci, ne pouze náčrty.

• Př́ıklady volte vhodně a ilustrujte jimi danou problematiku.

• Dbejte na přesnost matematického vyjadřováńı a korektńı použ́ıváńı symboliky.

• Vypracováńı odevzdejte v tǐstěné podobě na začátku zkouškového obdob́ı.
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1 Axiomy teorie množin a základńı operace

Tato sekce ověřuje pochopeńı základńıch axiomů, na kterých je postavena celá teorie množin, a
schopnost s nimi pracovat.

1.1 Axiom extenzionality

(a) Formulujte axiom extenzionality a vysvětlete jeho význam pro definici rovnosti dvou
množin.

(b) Uved’te př́ıklad dvou množin, které jsou definovány r̊uzným zp̊usobem, ale jsou si
rovny podle axiomu extenzionality. Použijte přitom množinu řešeńı nějaké rovnice.

(c) Zd̊uvodněte, proč nezálež́ı na pořad́ı prvk̊u v množině a proč násobné výskyty téhož
prvku nemaj́ı význam.

1.2 Schéma axiomů vyděleńı

(a) Formulujte schéma axiomů vyděleńı a vysvětlete, k čemu slouž́ı.

(b) Ukažte, jak pomoćı tohoto schématu můžeme z množin A a B zkonstruovat jejich
pr̊unik A ∩B a rozd́ıl A \B.

(c) Vysvětlete, proč schéma axiomů vyděleńı vyžaduje, aby množina A už existovala. Co
by se stalo, kdybychom mohli psát př́ımo {x : φ(x)} bez reference na již existuj́ıćı
množinu?

1.3 Axiomy neuspořádané dvojice a sjednoceńı

(a) Formulujte axiom neuspořádané dvojice a axiom sjednoceńı.

(b) Podrobně popǐste, jak pomoćı těchto dvou axiomů můžeme z množin A a B zkon-
struovat jejich sjednoceńı A ∪B.

(c) Uved’te konkrétńı př́ıklad pro množiny A = {1, 2} a B = {2, 3, 4} a ukažte postup
konstrukce A ∪B.

1.4 Axiom potenčńı množiny

(a) Formulujte axiom potenčńı množiny a vysvětlete, co tvrd́ı o tř́ıdě všech podmnožin
dané množiny.

(b) Vypoč́ıtejte P(∅), P({a}) a P({a, b}).
(c) Diskutujte vztah mezi mohutnost́ı množiny A a mohutnost́ı P(A). Kolik prvk̊u má

P(A), pokud |A| = n?

1.5 Axiom nekonečna

(a) Formulujte axiom nekonečna a vysvětlete, jakou strukturu muśı mı́t induktivńı množina.

(b) Uved’te př́ıklad induktivńı množiny (mimo množinu ω).

(c) Vysvětlete, proč je axiom nekonečna nezbytný pro existenci přirozených č́ısel v teorii
množin.

1.6 Vlastńı tř́ıdy a Russell̊uv paradox

(a) Vysvětlete rozd́ıl mezi množinou a vlastńı tř́ıdou.

(b) Ukažte pomoćı d̊ukazu sporem, že tř́ıda všech množin V = {x | x = x} je vlastńı
tř́ıda.

(c) Popǐste Russell̊uv paradox a vysvětlete, jak se mu teorie množin vyhýbá pomoćı
schématu axiomů vyděleńı.
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1.7 Axiom regularity

(a) Formulujte axiom regularity.

(b) Dokažte, že z axiomu regularity plyne A /∈ A pro libovolnou množinu A.

(c) Vysvětlete, proč axiom regularity zabraňuje existenci nekonečných klesaj́ıćıch řetězc̊u
tvaru · · · ∈ x2 ∈ x1 ∈ x0.

1.8 Základńı množinové operace

(a) Dokažte De Morganovy zákony pro množiny:

A \
⋃

F =
⋂

{A \ C : C ∈ F},

A \
⋂

F =
⋃

{A \ C : C ∈ F},

kde F je neprázdná množina množin.

(b) Dokažte distributivńı zákon: A ∩ (
⋃
F ) =

⋃
{A ∩ C : C ∈ F}.
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2 Relace a funkce

Tato sekce se zaměřuje na množinovou konstrukci uspořádaných dvojic, relaćı a funkćı.

2.1 Uspořádaná dvojice podle Kuratowského

(a) Definujte uspořádanou dvojice ⟨x, y⟩ podle Kazimierze Kuratowského.

(b) Dokažte podrobně vlastnost: ⟨x, y⟩ = ⟨u, v⟩ ⇔ x = u∧ y = v. Proved’te d̊ukaz v obou
př́ıpadech: kdy x = y a kdy x ̸= y.

(c) Definujte kartézský součin A×B a uved’te př́ıklad pro A = {1, 2} a B = {a, b}.

2.2 Binárńı relace

(a) Definujte binárńı relaci a relaci na množině A.

(b) Definujte definičńı obor dom(R), obor hodnot ran(R) a pole relace fld(R).

(c) Pro relaci R = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨3, 1⟩} určete dom(R), ran(R) a fld(R).

2.3 Funkce

(a) Definujte funkci jako specifický typ binárńı relace a vysvětlete podmı́nku jedno-
značnosti.

(b) Vysvětlete notaci F : A → B a uved’te všechny podmı́nky, které muśı funkce F
splňovat.

(c) Rozhodněte, zda následuj́ıćı relace jsou funkce:

• R1 = {⟨1, a⟩, ⟨2, b⟩, ⟨3, a⟩}
• R2 = {⟨1, a⟩, ⟨1, b⟩, ⟨2, c⟩}
• R3 = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨3, 9⟩}

2.4 Operace s funkcemi

(a) Definujte inverzi funkce F−1, restrikci F ↾ A a složeńı funkćı F ◦G.

(b) Za jakých podmı́nek je inverze F−1 funkćı?

(c) Necht’ F = {⟨1, a⟩, ⟨2, b⟩, ⟨3, c⟩} a G = {⟨a, x⟩, ⟨b, y⟩, ⟨c, x⟩}. Určete F−1, F ↾ {1, 2} a
G ◦ F .

2.5 Typy funkćı

(a) Definujte prostou funkci (injekci), zobrazeńı na (surjekci) a bijekci. Uved’te u každé
formálńı definici pomoćı kvantifikátor̊u.

(b) Pro funkci f : R → R definovanou předpisem f(x) = x2 rozhodněte, zda je injektivńı
a surjektivńı.

(c) Uved’te př́ıklad bijekce mezi množinami {1, 2, 3} a {a, b, c}.

2.6 Relace uspořádáńı

(a) Definujte částečné uspořádáńı a uved’te tři podmı́nky, které muśı splňovat.

(b) Vysvětlete rozd́ıl mezi částečným uspořádáńım a striktńım částečným uspořádáńım.

(c) Definujte úplné (lineárńı) uspořádáńı a uved’te př́ıklady množin s úplným a pouze
částečným uspořádáńım.

4



3 Přirozená č́ısla a princip rekurze

Tato sekce ověřuje pochopeńı konstrukce přirozených č́ısel v teorii množin a princip̊u indukce a
rekurze.

3.1 Konstrukce přirozených č́ısel

(a) Definujte následovńıka množiny x+ a explicitně zkonstruujte množiny reprezentuj́ıćı
č́ısla 0, 1, 2, 3, 4.

(b) Vysvětlete, jak tato konstrukce vede k tomu, že každé přirozené č́ıslo n je množina
obsahuj́ıćı právě n prvk̊u.

(c) Ukažte, že 3 ∈ 5 a {0, 1} ⊆ 3.

3.2 Induktivńı množiny a ω

(a) Definujte induktivńı množinu a vysvětlete roli axiomu nekonečna.

(b) Definujte množinu přirozených č́ısel ω jako pr̊unik všech induktivńıch množin.

(c) Dokažte, že ω je nejmenš́ı induktivńı množinou, tj. je sama induktivńı a je obsažena
v každé induktivńı množině.

3.3 Princip matematické indukce

(a) Formulujte princip matematické indukce a zd̊uvodněte, jak je odvozen z definice
množiny ω.

(b) Dokažte matematickou indukćı, že pro všechna n ∈ ω plat́ı:

0 + 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

(c) Vysvětlete, proč lze matematickou indukćı dokazovat pouze tvrzeńı o přirozených
č́ıslech, nikoliv o jiných nekonečných množinách.

3.4 Tranzitivita přirozených č́ısel

(a) Definujte tranzitivńı množinu.

(b) Dokažte matematickou indukćı, že každé přirozené č́ıslo n ∈ ω je tranzitivńı množinou.

(c) Uved’te př́ıklad množiny, která neńı tranzitivńı.

3.5 Princip rekurze

(a) Formulujte větu o jednoduché rekurzi na ω.

(b) Formulujte větu o obecné rekurzi na ω a vysvětlete rozd́ıl mezi těmito dvěma verzemi.

(c) Ukažte, jak lze pomoćı principu obecné rekurze definovat Fibonacciho posloupnost.
Vysvětlete, proč jednoduchá rekurze nestač́ı.

3.6 Peanovy axiomy

(a) Uved’te Peanovy axiomy pro systém ⟨N,S, e⟩.
(b) Ověřte, že uspořádaná trojice ⟨ω, σ, 0⟩, kde σ(n) = n+, tvoř́ı Pean̊uv systém.

(c) Vysvětlete vztah mezi axiomatickým př́ıstupem (Peano) a konstrukćı v teorii množin
(von Neumann).

3.7 Ordinálńı aritmetika

(a) Definujte rekurzivně sč́ıtáńı a násobeńı na množině ω.

(b) Dokažte indukćı asociativńı zákon pro sč́ıtáńı: (m+ n) + p = m+ (n+ p).

(c) Ukažte na př́ıkladu, že násobeńı neńı obecně komutativńı v ordinálńı aritmetice (na
ω ano, ale na větš́ıch ordinálech ne).
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4 Mohutnosti množin

Tato sekce ověřuje pochopeńı konceptu mohutnosti a Cantorovy teorie nekonečných množin.

4.1 Konečné a spočetné množiny

(a) Definujte konečnou množinu a nekonečnou spočetnou množinu.

(b) Uved’te tři př́ıklady nekonečných spočetných množin a zd̊uvodněte, proč jsou spočetné.

(c) Dokažte, že množina celých č́ısel Z je spočetná konstrukćı explicitńı bijekce f : ω → Z.

4.2 Dirichlet̊uv zásuvkový princip

(a) Formulujte Dirichlet̊uv zásuvkový princip pro konečné množiny.

(b) Dokažte, že neexistuje prostá funkce f : 5 → 3 (použijte konkrétńı množiny 5 =
{0, 1, 2, 3, 4} a 3 = {0, 1, 2}).

(c) Vyvod’te z Dirichletova principu, že každá funkce f : ω → A, kde A je konečná
množina, nemůže být prostá.

4.3 Ekvipotence množin

(a) Definujte, kdy jsou dvě množiny ekvipotentńı.

(b) Dokažte, že množiny ω a Z jsou ekvipotentńı zkonstruováńım explicitńı bijekce.

(c) Dokažte, že množina sudých přirozených č́ısel je ekvipotentńı s ω.

4.4 Nespočetné množiny

(a) Definujte nespočetnou množinu.

(b) Načrtněte Cantor̊uv diagonálńı argument pro d̊ukaz, že množina všech binárńıch po-
sloupnost́ı F = {f : ω → {0, 1}} je nespočetná.

(c) Vysvětlete, proč je množina reálných č́ısel R nespočetná (můžete použ́ıt bijekci mezi
(0, 1) a binárńımi posloupnostmi).

4.5 Cantorova věta

(a) Formulujte Cantorovu větu o mohutnosti potenčńı množiny.

(b) Proved’te kompletńı d̊ukaz Cantorovy věty, včetně konstrukce diagonálńı množiny
D = {a ∈ A | a /∈ g(a)}.

(c) Diskutujte d̊usledky Cantorovy věty: existuje nekonečná hierarchie stále větš́ıch ne-
konečných mohutnost́ı.

4.6 Cantor-Bernstein-Schröderova věta

(a) Formulujte Cantor-Bernstein-Schröderovu větu.

(b) Vysvětlete, proč je tato věta d̊uležitá pro porovnáváńı mohutnost́ı množin.

(c) Použijte CBS větu k d̊ukazu, že množina racionálńıch č́ısel Q má stejnou mohutnost
jako ω (stač́ı načrtnout existenci injektivńıch zobrazeńı v obou směrech).

4.7 Hypotéza kontinua

(a) Formulujte hypotézu kontinua.

(b) Vysvětlete status hypotézy kontinua vzhledem k axiomům ZFC (zmı́nka o praćıch
Gödela a Cohena).

(c) Diskutujte filozofické d̊usledky nezávislosti hypotézy kontinua na axiomech ZFC.
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5 Transfinitńı indukce a rekurze

Tato sekce se zaměřuje na zobecněńı princip̊u indukce a rekurze na dobře uspořádané množiny.

5.1 Dobré uspořádáńı

(a) Definujte dobré uspořádáńı a vysvětlete, v čem se lǐśı od úplného uspořádáńı.

(b) Uved’te př́ıklad množiny, která je úplně uspořádána, ale neńı dobře uspořádána.

(c) Dokažte, že každá konečná úplně uspořádaná množina je dobře uspořádána.

5.2 Princip transfinitńı indukce

(a) Formulujte větu o principu transfinitńı indukce pro dobře uspořádanou množinu
(W,⪯).

(b) Proved’te d̊ukaz věty o transfinitńı indukci (sporem).

(c) Vysvětlete, jak je standardńı matematická indukce speciálńım př́ıpadem transfinitńı
indukce.

5.3 Princip transfinitńı rekurze

(a) Formulujte větu o principu transfinitńı rekurze.

(b) Vysvětlete, jak tato věta umožňuje definovat funkce na libovolné dobře uspořádané
množině.

(c) Porovnejte transfinitńı rekurzi s principem rekurze na ω.

5.4 Aplikace transfinitńı rekurze

(a) Vysvětlete, jak lze pomoćı principu transfinitńı rekurze a axiomu výběru dokázat, že
pro každou nekonečnou množinu A existuje prostá funkce h : ω → A.

(b) Zd̊uvodněte, proč je v tomto d̊ukazu nutný axiom výběru.

(c) Formulujte d̊usledek o Dedekindově definici nekonečné množiny.

5.5 Dedekindova charakterizace nekonečnosti

(a) Formulujte Dedekindovu definici nekonečné množiny.

(b) Dokažte, že množina je nekonečná právě tehdy, když existuje prostá, ale ne surjektivńı
funkce f : A → A.

(c) Uved’te konkrétńı př́ıklad takové funkce pro množinu ω.
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6 Axiom výběru a jeho ekvivalenty

Tato sekce se zabývá axiomem výběru a jeho r̊uznými formulacemi.

6.1 Axiom výběru

(a) Formulujte axiom výběru (AC) neformálně i formálně.

(b) Vysvětlete ekvivalenci axiomu výběru s tvrzeńım o neprázdnosti kartézského součinu
neprázdných množin.

(c) Uved’te př́ıklad situace, kde je axiom výběru intuitivně přijatelný, a př́ıklad, kde může
p̊usobit kontraintuitivně.

6.2 Zornovo lemma

(a) Definujte pojmy: částečně uspořádaná množina, řetězec, horńı mez, maximálńı prvek.

(b) Formulujte Zornovo lemma.

(c) Vysvětlete intuitivńı význam Zornova lemmatu: ”pokud lze každý řetězec ohraničit
shora, existuje maximálńı prvek”.

6.3 Princip dobrého uspořádáńı

(a) Formulujte princip dobrého uspořádáńı (Zermelovu větu).

(b) Vysvětlete, proč je tento princip pro množinu reálných č́ısel R neintuitivńı.

(c) Diskutujte, proč nemůžeme explicitně popsat dobré uspořádáńı množiny R.

6.4 Ekvivalence AC, ZL a WOP

(a) Formulujte vztah mezi axiomem výběru (AC), Zornovým lemmatem (ZL) a principem
dobrého uspořádáńı (WOP).

(b) Načrtněte myšlenku d̊ukazu jedné z implikaćı (např. AC ⇒ ZL nebo ZL ⇒ WOP).

(c) Vysvětlete historický kontext: nezávislost AC na axiomech ZF (práce Gödela a Co-
hena).

6.5 Aplikace Zornova lemmatu

(a) Načrtněte d̊ukaz věty, že každý vektorový prostor má bázi, s použit́ım Zornova lem-
matu.

(b) Definujte částečně uspořádanou množinu, kterou v tomto d̊ukazu uvažujeme.

(c) Ověřte, že tato množina splňuje předpoklady Zornova lemmatu.

6.6 Banach-Tarského paradox

(a) Popǐste tvrzeńı Banach-Tarského paradoxu.

(b) Vysvětlete, jakou roli hraje axiom výběru v jeho d̊ukazu.

(c) Zd̊uvodněte, proč tento paradox neńı v rozporu s fyzikálńı realitou ani s matematikou
samotnou.
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7 Ordinálńı a kardinálńı č́ısla

Tato závěrečná sekce se věnuje transfinitńım č́ısl̊um a jejich aritmetice.

7.1 Ordinálńı č́ısla

(a) Definujte ordinálńı č́ıslo jako tranzitivńı množinu dobře uspořádanou relaćı ∈.
(b) Ověřte, že množiny 0 = ∅, 1 = {∅} a 2 = {∅, {∅}} splňuj́ı definici ordinálńıho č́ısla.

(c) Vysvětlete, jak von Neumannova konstrukce spojuje ordinály s přirozenými č́ısly.

7.2 Typy ordinál̊u

(a) Definujte následnický ordinál a limitńı ordinál.

(b) Uved’te př́ıklady následnických ordinál̊u (např. 3, 5) a limitńıch ordinál̊u (např. ω,
ω + ω).

(c) Dokažte, že ω je limitńı ordinál.

7.3 Vlastnosti ordinál̊u

(a) Dokažte, že každý prvek ordinálu je ordinál.

(b) Formulujte a zd̊uvodněte zákon trichotomie pro ordinály.

(c) Vysvětlete, proč relace ∈ na tř́ıdě všech ordinál̊u tvoř́ı dobré uspořádáńı.

7.4 Kardinálńı č́ısla

(a) Definujte kardinálńı č́ıslo podle von Neumanna.

(b) Vysvětlete, proč je ω kardinálńı č́ıslo.

(c) Popǐste vztah mezi symbolem ℵ0 a množinou ω.

7.5 Vlastnosti kardinál̊u

(a) Dokažte, že každý nekonečný kardinál muśı být limitńı ordinál.

(b) Vysvětlete rozd́ıl mezi ordinálńı a kardinálńı aritmetikou.

(c) Proč plat́ı ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 v kardinálńı aritmetice?

7.6 Kardinálńı aritmetika

(a) Definujte sč́ıtáńı a násobeńı kardinálńıch č́ısel.

(b) Definujte 2κ a vysvětlete jeho vztah k potenčńı množině.

(c) Dokažte, že 2ℵ0 > ℵ0 (použijte Cantorovu větu).

7.7 Hierarchie nekonečen

(a) Popǐste hierarchii kardinálńıch č́ısel: ℵ0,ℵ1,ℵ2, . . .

(b) Vysvětlete, co je ℵ1 a jak se lǐśı od ω + 1.

(c) Diskutujte vztah mezi 2ℵ0 a ℵ1 v kontextu hypotézy kontinua.
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Závěrečné poznámky

Doporučená literatura

• Balcar, B., Štěpánek, P.: Teorie množin. Academia, Praha, 1986.

Hodnoceńı

Zápočet bude udělen při vypracováńı všech otázek s dostatečnou kvalitou a přesnost́ı. Při hod-
noceńı se bude klást d̊uraz na:

• Přesnost definic a formulaćı

• Úplnost a správnost d̊ukaz̊u

• Vhodnost a správnost př́ıklad̊u

• Jasnost a srozumitelnost výkladu

• Schopnost propojit jednotlivé koncepty

Hodně úspěch̊u při vypracováńı!
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