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Uvod

Tento dokument obsahuje seznam otazek pro ziskani zapocétu z predmétu Teorie mmnozin.
Vlastnoruéni vypracovani téchto otédzek je nutnou podminkou pro piistup k dstni zkousce.

Pokyny pro vypracovani

e Kazda otazka by méla byt zodpovézena v plném rozsahu, véetné vsech pozadovanych
definic, dukazu a piikladu.

e U dukazi uvadéjte kompletni argumentaci, ne pouze nacrty.

Priklady volte vhodné a ilustrujte jimi danou problematiku.

Dbejte na presnost matematického vyjadiovani a korektni pouzivani symboliky.

e Vypracovani odevzdejte v tisténé podobé na zacatku zkouskového obdobi.
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1 Axiomy teorie mnozin a zakladni operace

Tato sekce ovéruje pochopeni zdkladnich axiomu, na kterych je postavena celd teorie mnozin, a
schopnost s nimi pracovat.

1.1 Axiom extenzionality
(a) Formulujte axiom extenzionality a vysvétlete jeho vyznam pro definici rovnosti dvou
mnozin.
(b) Uved'te piiklad dvou mnozin, které jsou definovény rtiznym zpusobem, ale jsou si
rovny podle axiomu extenzionality. Pouzijte pfitom mnozinu feSeni néjaké rovnice.
(¢) Zduvodnéte, pro¢ nezalezi na pofadi prvku v mnoziné a pro¢ ndsobné vyskyty téhoz
prvku nemaji vyznam.

1.2 Schéma axiomu vydéleni

(a) Formulujte schéma axiomu vydéleni a vysvétlete, k ¢emu slouzi.

(b) Ukazte, jak pomoci tohoto schématu muzeme z mnozin A a B zkonstruovat jejich
prunik AN B arozdil A\ B.

(c) Vysvétlete, pro¢ schéma axiomu vydeéleni vyzaduje, aby mnozina A uz existovala. Co
by se stalo, kdybychom mohli psat ptimo {z : ¢(x)} bez reference na jiz existujici
mnozinu?

1.3 Axiomy neuspoiradané dvojice a sjednoceni

(a) Formulujte axiom neuspofdadané dvojice a axiom sjednoceni.

(b) Podrobné popiste, jak pomoci téchto dvou axiomu muzeme z mnozin A a B zkon-
struovat jejich sjednoceni A U B.

(c) Uved'te konkrétni pitklad pro mnoziny A = {1,2} a B = {2,3,4} a ukazte postup

konstrukce AU B.
1.4 Axiom potenéni mnoziny

(a) Formulujte axiom potenéni mnoziny a vysvétlete, co tvrdi o tfidé vsech podmnozin
dané mnoziny.

(b) Vypocitejte P(0), P({a}) a P({a,b}).

(c) Diskutujte vztah mezi mohutnosti mnoziny A a mohutnosti P(A). Kolik prvka ma
P(A), pokud |A| =n?

1.5 Axiom nekoneéna

(a) Formulujte axiom nekonecna a vysvétlete, jakou strukturu musi mit induktivni mnozina.

(b) Uvedte piiklad induktivni mnoziny (mimo mnoZinu w).

(c) Vysvétlete, pro¢ je axiom nekoneéna nezbytny pro existenci prirozenych ¢isel v teorii
mnozin.

1.6 Vlastni tfidy a Russelltiv paradox

(a) Vysvétlete rozdil mezi mnozinou a vlastni tiidou.

(b) Ukazte pomoci dukazu sporem, ze tfida vSech mnozin V = {z | = = z} je vlastni
trida.

(c) Popiste Russelluv paradox a vysvétlete, jak se mu teorie mnozin vyhyba pomoci
schématu axiomu vydéleni.



1.7 Axiom regularity

(a) Formulujte axiom regularity.
(b) Dokazte, ze z axiomu regularity plyne A ¢ A pro libovolnou mnozinu A.

(c) Vysvétlete, pro¢ axiom regularity zabranuje existenci nekoneénych klesajicich retézcu
tvaru --- € x2 € T1 € Zyp.

1.8 Zakladni mnozinové operace

(a) Dokazte De Morganovy zdkony pro mnoziny:
A\ JF={A\C:CeF},
A\NF=J{a\C:CeF},

kde F' je nepriazdna mnozina mnozin.
(b) Dokazte distributivni zékon: AN (JF)=U{ANC:C € F}.



2 Relace a funkce
Tato sekce se zaméruje na mnozinovou konstrukci uspotradanych dvojic, relaci a funkci.

2.1 Uspoiadana dvojice podle Kuratowského

(a) Definujte usporddanou dvojice (x,y) podle Kazimierze Kuratowského.

(b) Dokazte podrobné vlastnost: (z,y) = (u,v) < x = uAy = v. Proved'te dikaz v obou
piipadech: kdy = =y a kdy = # y.

(c) Definujte kartézsky soucin A x B a uved'te priklad pro A = {1,2} a B = {a,b}.
2.2 Binarni relace

(a) Definujte bindrni relaci a relaci na mnoziné A.
(b) Definujte defini¢ni obor dom(R), obor hodnot ran(R) a pole relace fld(R).
(c) Prorelaci R = {(1,2),(1,3),(2,3),(3,1)} urcete dom(R), ran(R) a fld(R).
2.3 Funkce
(a) Definujte funkci jako specificky typ bindrni relace a vysvétlete podminku jedno-
znacnosti.

(b) Vysvétlete notaci F : A — B a uvedte vSechny podminky, které musi funkce F
spliovat.

(¢) Rozhodnéte, zda nasledujici relace jsou funkce:
o Ry ={(1,a),(2,b),(3,a)}
o Ry = {(17 a’>7 <17 b>7 <27C>}
e R3 = {(17 1)7 <2a 4>7 <379>}

2.4 Operace s funkcemi

(a) Definujte inverzi funkce F~1, restrikci F' | A a slozeni funkei F o G.
(b) Za jakych podminek je inverze F~! funkci?
(c) Necht F = {(1,a),(2,b),(3,¢)} a G = {{a,z), (b, y), (c,z)}. Urcete F~1, F | {1,2} a
GoPF.
2.5 Typy funkci
(a) Definujte prostou funkci (injekei), zobrazeni na (surjekei) a bijekei. Uved'te u kazdé
formalni definici pomoci kvantifikatoru.

(b) Pro funkci f : R — R definovanou ptedpisem f(z) = x? rozhodnéte, zda je injektivni
a surjektivni.

(c) Uved'te piiklad bijekce mezi mnozinami {1,2,3} a {a,b,c}.
2.6 Relace usporadani
(a) Definujte édstecné usporddani a uved'te tii podminky, které musi spliiovat.

(b) Vysvétlete rozdil mezi ¢astecnym usporaddnim a striktnim ¢astecnym usporadanim.

(c) Definujte tiplné (linearni) usporddani a uved'te pitklady mnozin s tplnym a pouze
Casteénym usporaddnim.



3 Prirozena cisla a princip rekurze

Tato sekce ovéruje pochopeni konstrukce piirozenych ¢&isel v teorii mnozin a principt indukce a
rekurze.

3.1 Konstrukce pfrirozenych &isel

(a) Definujte nasledovnika mnoziny x* a explicitné zkonstruujte mnoziny reprezentujici
¢isla 0,1, 2, 3,4.

(b) Vysvétlete, jak tato konstrukce vede k tomu, ze kazdé pfirozené ¢islo n je mnozina
obsahujici pravé n prvka.

(c) Ukazte, ze 3 € 5a {0,1} C 3.

3.2 Induktivni mnoziny a w

(a) Definujte induktivni mnozinu a vysvétlete roli axiomu nekonecna.
(b) Definujte mnozinu piirozenych ¢isel w jako prunik vSech induktivnich mnozin.
(c) Dokazte, ze w je nejmensi induktivni mnozinou, tj. je sama induktivni a je obsazena
v kazdé induktivni mnoziné.
3.3 Princip matematické indukce

(a) Formulujte princip matematické indukce a zduvodnéte, jak je odvozen z definice
mnoziny w.
(b) Dokazte matematickou indukei, Ze pro vSechna n € w plati:

n(n+1
(c) Vysvétlete, pro¢ lze matematickou indukei dokazovat pouze tvrzeni o pfirozenych
¢islech, nikoliv o jinych nekonecnych mnozinach.
3.4 Tranzitivita ptirozenych cisel

(a) Definujte tranzitivni mnozinu.
(b) Dokazte matematickou indukci, ze kazdé prirozené ¢islo n € w je tranzitivni mnozinou.

(c¢) Uvedte piiklad mnoziny, kterd nenf tranzitivni.
3.5 Princip rekurze

(a) Formulujte vétu o jednoduché rekurzi na w.
(b) Formulujte vétu o obecné rekurzi na w a vysvétlete rozdil mezi témito dvéma verzemi.

(c) Ukazte, jak lze pomoci principu obecné rekurze definovat Fibonacciho posloupnost.
Vysvétlete, pro¢ jednoducha rekurze nestaci.

3.6 Peanovy axiomy

(a) Uved'te Peanovy axiomy pro systém (N, S, e).

(b) Ovéite, ze usporadana trojice (w, o,0), kde o(n) = n', tvor{ Peantuv systém.

(c) Vysvétlete vztah mezi axiomatickym piistupem (Peano) a konstrukei v teorii mnozin
(von Neumann).

3.7 Ordindlni aritmetika

(a) Definujte rekurzivné s¢itani a ndsobeni na mnoziné w.

(b) Dokazte indukei asociativni zadkon pro s¢itdni: (m +n) +p =m + (n + p).

(c) Ukazte na piikladu, ze ndsobeni neni obecné komutativni v ordinalni aritmetice (na
w ano, ale na vétsich ordinalech ne).



4 Mohutnosti mnozin
Tato sekce ovéruje pochopeni konceptu mohutnosti a Cantorovy teorie nekoneénych mnozin.

4.1 Konecné a spocetné mnoziny

(a) Definujte koneénou mnozinu a nekone¢nou spo¢etnou mnozinu.
(b) Uved'te tti priklady nekone¢nych spocetnych mnozin a zdivodnéte, pro¢ jsou spocetné.

(c) Dokazte, ze mnozina celych ¢isel Z je spocetnd konstrukei explicitni bijekce f : w — Z.
4.2 Dirichletuv zasuvkovy princip

(a) Formulujte Dirichletuv zdsuvkovy princip pro koneéné mnoziny.

(b) Dokazte, ze neexistuje prosta funkce f : 5 — 3 (pouzijte konkrétni mnoziny 5 =
{0,1,2,3,4} a 3 = {0,1,2}).

(c) Vyvod'te z Dirichletova principu, ze kazdd funkce f : w — A, kde A je kone¢na
mnozina, nemuze byt prosta.

4.3 Ekvipotence mnozin

(a) Definujte, kdy jsou dvé mnoziny ekvipotentni.
(b) Dokazte, ze mnoziny w a Z jsou ekvipotentni zkonstruovanim explicitni bijekce.

(c) Dokazte, ze mnozina sudych prirozenych ¢isel je ekvipotentni s w.
4.4 Nespoéetné mnoziny

(a) Definujte nespocetnou mnozinu.

(b) Nacrtnéte Cantoruv diagonalni argument pro dukaz, ze mnozina vsech bindrnich po-
sloupnosti F' = {f : w — {0,1}} je nespocetna.

(c) Vysvétlete, pro¢ je mnozina redlnych ¢isel R nespocetnd (muzete pouzit bijekci mezi
(0,1) a bindrnimi posloupnostmi).

4.5 Cantorova véta

(a) Formulujte Cantorovu vétu o mohutnosti potenéni mnoziny.

(b) Proved'te kompletni dikaz Cantorovy véty, véetné konstrukce diagondlni mnoziny
D={acA|ad¢ga)}.

(c) Diskutujte dusledky Cantorovy véty: existuje nekone¢nd hierarchie stale vétsich ne-
koneénych mohutnosti.

4.6 Cantor-Bernstein-Schroderova véta

(a) Formulujte Cantor-Bernstein-Schroderovu vétu.

(b) Vysvétlete, pro¢ je tato véta dulezitd pro porovnavani mohutnosti mnozin.

(¢) Pouzijte CBS vétu k dukazu, ze mnozina racionélnich ¢isel Q mé stejnou mohutnost
jako w (staci nacrtnout existenci injektivnich zobrazeni v obou smérech).

4.7 Hypotéza kontinua

(a) Formulujte hypotézu kontinua.

(b) Vysvétlete status hypotézy kontinua vzhledem k axiomum ZFC (zminka o pracich
Godela a Cohena).

(c) Diskutujte filozofické dusledky nezdvislosti hypotézy kontinua na axiomech ZFC.



5 Transfinitni indukce a rekurze
Tato sekce se zaméfuje na zobecnéni principu indukce a rekurze na dobie uspofadané mnoziny.

5.1 Dobré uspoiadani

(a) Definujte dobré usporadani a vysvétlete, v ¢em se 1isi od tiplného usporadéni.

(b) Uved'te piiklad mnoziny, ktera je tiplné uspoiddéana, ale neni dobie uspotraddna.

(c) Dokazte, ze kazdd konecnd tplné usporddand mnozina je dobfe usporadédna.

5.2 Princip transfinitni indukce

(a) Formulujte vétu o principu transfinitni indukce pro dobie uspoifddanou mnozinu
(W, 2).

(b) Proved'te diikaz véty o transfinitni indukci (sporem).

(c) Vysvétlete, jak je standardni matematickd indukce specidlnim piipadem transfinitni
indukce.

5.3 Princip transfinitni rekurze

a) Formulujte vétu o principu transfinitni rekurze.
3] p p
(b) Vysvétlete, jak tato véta umoznuje definovat funkce na libovolné dobfe usporddané
mnoziné.
(¢) Porovnejte transfinitni rekurzi s principem rekurze na w.
5.4 Aplikace transfinitni rekurze
(a) Vysvétlete, jak 1ze pomoci principu transfinitni rekurze a axiomu vybéru dokazat, ze
pro kazdou nekone¢nou mnozinu A existuje prostd funkce h : w — A.
(b) Zduvodnéte, pro¢ je v tomto dukazu nutny axiom vybéru.

(c) Formulujte dusledek o Dedekindové definici nekoneéné mnoziny.
5.5 Dedekindova charakterizace nekonec¢nosti

(a) Formulujte Dedekindovu definici nekoneéné mnoziny.

(b) Dokazte, Ze mnozina je nekoneénd prave tehdy, kdyz existuje prost4, ale ne surjektivni
funkce f: A — A.

(c) Uved'te konkrétni piiklad takové funkce pro mnozinu w.



6 Axiom vybéru a jeho ekvivalenty
Tato sekce se zabyva axiomem vybéru a jeho riznymi formulacemi.

6.1 Axiom vybéru

(a) Formulujte axiom vybéru (AC) neformélné i formalné.

(b) Vysvétlete ekvivalenci axiomu vybéru s tvrzenim o neprazdnosti kartézského soucinu
neprazdnych mnozin.

(c) Uved'te priklad situace, kde je axiom vybéru intuitivné piijatelny, a priklad, kde muze
pusobit kontraintuitivné.

6.2 Zornovo lemma

(a) Definujte pojmy: ¢asteéné usporddand mnozina, retézec, horni mez, maximalni prvek.

(b) Formulujte Zornovo lemma.

(c) Vysvétlete intuitivni vyznam Zornova lemmatu: "pokud lze kazdy fetézec ohranicit
shora, existuje maximalni prvek”.

6.3 Princip dobrého usporadani

(a) Formulujte princip dobrého uspotrddani (Zermelovu vétu).
(b) Vysvétlete, pro¢ je tento princip pro mnozinu redlnych ¢isel R neintuitivni.
(c) Diskutujte, pro¢ nemuzeme explicitné popsat dobré usporddani mnoziny R.
6.4 Ekvivalence AC, ZL a WOP
(a) Formulujte vztah mezi axiomem vybéru (AC), Zornovym lemmatem (ZL) a principem
dobrého uspotradani (WOP).
(b) Nacrtnéte myslenku dukazu jedné z implikaci (napt. AC = ZL nebo ZL = WOP).
(c) Vysvétlete historicky kontext: nezavislost AC na axiomech ZF (prace Godela a Co-
hena).
6.5 Aplikace Zornova lemmatu
(a) Nacrtnéte dukaz véty, ze kazdy vektorovy prostor ma bazi, s pouzitim Zornova lem-
matu.
(b) Definujte ¢astetné usporddanou mnozinu, kterou v tomto dukazu uvazujeme.

(c) Oveite, ze tato mnozina spliiuje predpoklady Zornova lemmatu.
6.6 Banach-Tarského paradox

(a) Popiste tvrzeni Banach-Tarského paradoxu.
(b) Vysvétlete, jakou roli hraje axiom vybéru v jeho dukazu.

(¢) Zduvodnéte, pro¢ tento paradox neni v rozporu s fyzikalni realitou ani s matematikou
samotnou.



7 Ordinalni a kardinalni ¢isla
Tato zavéreénd sekce se vénuje transfinitnim ¢isliim a jejich aritmetice.

7.1 Ordinalni ¢isla

(a) Definujte ordinélni ¢islo jako tranzitivni mnozinu dobfe uspotrddanou relaci €.
(b) Ovéite, ze mnoziny 0 =), 1 = {0} a 2 = {0, {0}} spliiuji definici ordindlnfho ¢isla.

(c) Vysvétlete, jak von Neumannova konstrukce spojuje ordinély s ptirozenymi ¢isly.
7.2 Typy ordinalua

(a) Definujte néslednicky ordinal a limitni ordinal.

(b) Uved'te pifklady naslednickych ordindlii (napf. 3, 5) a limitnich ordindlt (napt. w,
W+ w).

(c) Dokazte, Ze w je limitni ordinAl.
7.3 Vlastnosti ordinala

(a) Dokazte, ze kazdy prvek ordindlu je ordinl.

(b) Formulujte a zduvodnéte zakon trichotomie pro ordinaly.

(c) Vysvétlete, pro¢ relace € na tiidé vsech ordinalu tvoii dobré uspoirdadani.
7.4 Kardinalni cisla

(a) Definujte kardinélni ¢islo podle von Neumanna.

(

(c) Popiste vztah mezi symbolem Xy a mnozinou w.

b) Vysvétlete, pro¢ je w kardindlni ¢islo.

7.5 Vlastnosti kardinalu

(a) Dokazte, ze kazdy nekone¢ny kardindl musi byt limitni ordindl.
(b) Vysvétlete rozdil mezi ordindlni a kardindlni aritmetikou.

(c¢) Proc plati Xy 4+ Ny = Vg v kardindln{ aritmetice?
7.6 Kardinalni aritmetika

a) Definujte s¢itani a nasobeni kardinalnich ¢isel.
(b) Definujte 2" a vysvétlete jeho vztah k potenéni mnoziné.

(
(c) Dokazte, ze 2% > Ry (pouzijte Cantorovu vétu).
7.7 Hierarchie nekonecen

(a) Popiste hierarchii kardindlnich éisel: o, Ny, No, ...
(b) Vysvétlete, co je Ny a jak se lis{ od w + 1.

(c) Diskutujte vztah mezi 280 a X; v kontextu hypotézy kontinua.



Zavérecné poznamky
Doporucena literatura

e Balcar, B., Stépanek, P.: Teorie mnozin. Academia, Praha, 1986.

Hodnoceni

Zapocet bude udélen pii vypracovani vSech otazek s dostatec¢nou kvalitou a presnosti. Pii hod-
noceni se bude kldst duraz na:

e Presnost definic a formulaci

Uplnost a spravnost dukazu

Vhodnost a spravnost piikladu

Jasnost a srozumitelnost vykladu

Schopnost propojit jednotlivé koncepty

Hodné tspécht pii vypracovéani!
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