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1. Axiomy teorie mnozin

1.1 Axiomy ZFC — prehled
o
2]

Axiom extenzionality

Existence prazdné mnoziny

Axiom neuspoiadané dvojice

)
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Axiom sjednoceni

Axiom potenéni mnoziny

Axiom nekonec¢na

Axiom fundovanosti
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Axiom vybéru

Axiomy 1-9 tvoii systém ZF, priddnim aziomu 10 dostdvame ZFC

1.2 Axiom extenzionality

Axiom extenzionality

Dvé mnoziny jsou si rovny pravé tehdy, kdyz obsahuji stejné prvky:

VAVB (A=B <= Vz(z € A < z € B)).

Disledek pro diikaz rovnosti:

Chceme-li dokazat A = B, mame dvé strategie:
1. Dokadzat AC B a B C A.
2. Ukézat, ze Va: x € A < = € B.

Pripomenuti:
ACB < Vz(r€ A=z € B).

1.3 Zakladni axiomy existence

Existence prazdné mnoziny

Existuje mnozina bez prvkii:
JAVz (z ¢ A).

Tato mnoZina se znadi () a je jednozna¢na dle
axiomu extenzionality.

Schéma axiomut vydéleni

() a mnozinu A existuje

o(z)}.

Pro formuli

S={zxe€A:

A = B (stejné prvky)

Axiom neusporadané dvojice

Pro mnoziny u, v existuje {u,v}:
VuVv3AVz (r € A <= z=uVz="0).

Disledky

» Priniki ANB={rx € A:2 € B}
» Rozdil: A\B={zx€ A:z ¢ B}
» Jednoprvkova: {u} = {u,u}




1.4 Axiom sjednoceni a potenéni mnoziny

Axiom sjednoceni Axiom potené¢ni mnoziny

Pro kazdou mnozinu F existuje | J F: Pro mnozinu A existuje P(A) = {u : u C

ve|JF < 3C@@eCnCeF). AJ-




P({a,b})
©00®)

1.5 Mmnozinové operace a tiidy

Je-li A mnozina a F # (): Je-li p(z) logicka formule, pak {z : ¢(z)}
je t¥ida.
A\JF=[{a\C:CeF}, Tiida C je mnoZinou, pokud 3M Vz (z €
A\NF=|J{A\C:CeF}. M = ¢(2)).
J Jinak je C vlastni t¥idou.

Distributivni ziakony = e 4
usselliv paradox
Ttfida {z : ¢ x} neni mnozinal
Kdyby byla mnoZinou R, pak R€ R <— R¢ R

— spor. Proto potiebujeme schéma azxiomi vydé-

AU(NF)=MN{AUC:C e F},
ANUF)=U{ANC:C e F}.

lent.

1.6 Axiom fundovanosti (regularity)

Axiom fundovanosti

Kazd4 neprazdna mnoZina z obsahuje prvek y takovy, ze y Nz = :

Vo (z#£0 = Jyeaz(ynaz=0)).

Disledky:
» Zadna mnozina neobsahuje sama sebe: —(z € z).
» Neexistuji cykly: =(z € y € x).
» Neexistuji nekonec¢né klesajici €-fetézce:
—|(.’L‘09331 2 T2 D )

Dikaz A ¢ A: Uvazujme {A}. Jediny prvek A ma s
{A} spoletny prvek A jen pokud A € A. To je spor s
axiomem.

XEEE

Zakazano!

2. Relace a funkce
2.1 Usporadané dvojice a kartézsky soucin

Usporadana dvojice (Kuratowski, 1921)

(z,y) = {z} {z, y}}-

Kli¢ova vlastnost: (z,y) = (u,v) <= r=uAy=wo.

Kartézsky soudin

Ax B={(z,y) e P(P(AUB)):z € ANy € B}.




Pro A={2,3} a B ={a,b,c}:

Ax B ={(2,a),(2,b),(2,¢), (3,a), (3,b), (3, ).

2.2 Dikaz klicové vlastnosti usporadané dvojice

Véta (Kuratowski)

(x,y) = (u,v) <= z=uAhy=vo.

Dikaz («): Zfejmé. (=): Necht {{z},{z,y}} = {{u}, {v,v}}.
Piipad 1: © = y. Pak (z,y) = {{z}}. Tedy {u} = {u,v} ={z}, odkudu=v=2=y. v
Pripad 2: z # y. Pak {z,y} je dvouprvkova, takze {z} # {z,y}.

» Prvek {z} musi byt roven {u} nebo {u,v}.

» Kdyby {z} = {u,v}, pak u = v = z, a potom {u} = {z}, tedy {z,y} = {u,v} = {z}, spors
T #y.

» Tedy {z} = {u}, odkud z = u.

» Dale {z,y} = {u,v} = {z,v}, a protoze y # =z, musi y = v. v’

2.3 Relace

Binarni relace

Relace R je mnozina uspoiddanych dvojic. Relace mezi mnozinami A a B:

R C A x B.

Definiéni obor a obor hodnot

dom(R) = {z : Iy ((z,y) € R)},
ran(R) = {y : 3= ({x,y) € R)},
fld(R) = dom(R) Uran(R).

2.4 Funkce

Funkce F je jednozna¢na binarni relace: pro kazdé z € dom(F) existuje pravé jedno y t.z.
(z,y) € F.

F: A — B, pokud dom(F) = A, F je jednoznacné a ran(F') C B.




Injkce (prost) Sujckeo (na)

F(x1) = F(x2) ran(F) = B Injekce + Surjekce
— I1 = T2

2.5 Operace s funkcemi

Inverze Obraz a vzor

F~' = {{v,u) : (u,v) € F} F[A] ={F(z) :z € A}
F~YB] = {u € dom(F) : F(u) € B}

Pozndmka: F~' nemusi byt funkce!

Restrikee

F1A={(u,v) e F:uec A} FoG = {{u,v) : 3t ((u,t) € GA(t,v) € F)}
s dom(F' [ A) = dom(F) N A. (FoG)(z)=F(G(x))
Véta

Jsou-li g: A — B a f: B— C prosté, potom fog: A— C je téz prosta.

Dikaz. Necht (f o g)(z1) = (f o g)(x2), tj. f(g(z1)) = f(g(z2)). Protoze f je prosta, plyne
g(x1) = g(x2). Protoze g je prosta, plyne x; = 5. O

2.6 Relace usporadani

Casteéné usporadani Striktni ¢asteéné usporadani

Relace < na A je Casteéné uspofadani, Relace < na A:
pokud Vz,y, z € A: 1. Ireflexivita: z £ z
1. Reflexivita: z <« 2. Tranzitivita: x < yAy<z=x <z

2. Antisymetrie: z < yAy Xz =x =y
e s Priklad
3. Tranzitivita: xt <yAy<z=>2x =<2

(P(F), Q) je castetné usporadana mnozina.

Uplné (linearni) uspoiradani (R, <) je iplné uspofadana.

Céstetné usp. + Vo,y € Az <yVy =< .

2.7 Relace ekvivalence

Relace ~ na A je ekvivalence, pokud Vz,y, z € A:

1. Reflexivita: z ~ x
2. Symetrie: z ~y =y ~x
3. Tranzitivita: c ~yAy~z=>2~ 2




Trida ekvivalence

[al. ={z€A:z~a}

Rozklad A/~ = mnozina vSech t¥id ekviva-
lence.

Tridy ekvivalence tvori rozklad A (systém po dvou disjunktnich nepréazdnych mnozin, jejichz
sjednoceni je A). Naopak, kazdy rozklad definuje ekvivalenci.

Priklad

Na Z definujme a ~ b <= 2| (a —b).
Tridy: [0] = {...,—-2,0,2,4,...}, [1] =
{...,-1,1,3,5,...}.

Rozklad: Z/~ = {[0], [1]}.

3. Prirozena disla

3.1 Konstrukce prirozenych cisel

Nasledovnik

Pro mnozinu z definujeme nasledovnika: = = x U {x}.

Dele2eld3ecde---

Induktivni mnozina

I je induktivni, pokud:
1. 0 el,
2.VacIl:at cl.

3.2 Peanovy axiomy

Peanuav systém (N, S, e)

1= = }—

ERRENEE )

0C1C2C3C4C---

Axiom nekoneéna

Existuje alespon jedna induktivni mnoZzina.

w = nejmensi induktivni mnozina
= {n : n patii do kazdé induktivni mn.}

1. e ¢ ran(S) (nula neni nasledovnikem).
2. S je prosta funkce.

Usporadana trojice, kde N je mnozina, S: N — N funkce, e € N:

3. Axiom indukce: Pokud e € A C N a A je uzaviena vuci S, pak A = N.

Trojice (w, 0,0), kde o(n) = n* pro n € w, tvori Peaniiv systém.




3.3 Princip rekurze

Véta (Princip rekurze)

Necht A je mnozZina, a € A a f: A — A funkce. Potom existuje jedina funkce h: w — A takova,

2. h(nT) = f(h(n)) pro viechna n € w.

Rikéme, ze funkce h je podminkami 1 a 2 definovana rekurentné.

n=0 n =1 n =2 n =3 n =4

3.4 Dikaz Principu rekurze — existence

Existence. Definujme relaci R C w x A:  (n,b) € R pravé tehdy, kdyz existuje koneéné posloup-
nost by, b1,...,b, € A takova, Ze

by = a, bit1 = f(b;) proi=0,...,n—1, b, = b.

Indukci dokézeme (Vn € w) (3'b € A) ((n,b) € R):
» Zaklad (n = 0): Jediné b = a spliwuje (0,a) € R. v

» Krok (k — k™): Dle IP existuje jediné by s (k,by) € R. PoloZime byy1 = f(by); pak
(k*,bki1) € R a bgyq je uréeno jednozna¢né. v/

Tedy R je funkce; polozme h = R. Ovéfent:

1. h(0) = a, nebot (0,a) € R.

2. Pron € w: Je-li h(n) = b, pak (n™, f(b)) € R, tedy h(n*) = f(h(n)). v
3.5 Diikaz Principu rekurze — jednoznacnost
Jednoznaénost. Necht hi, ho: w — A obé spliiuji podminky 1 a 2.
Dokéazeme indukci: (Vn € w) (h1(n) = ha(n)).

» Zaklad (n =0): h1(0) = a = ha(0). vV

» Krok (ks kT): Predpokladejme hy(k) = ha(k). Potom

hi(k™) = f(hi(k)) = f(ha(k)) = ha(k").

Tedy hi = ho a funkce h je urcena jednoznacné. O

Priklad (Aritmetickd posloupnost)

Pro A=R,a €R, f(z) =z +d (d je konstanta):
Princip rekurze dava jedinou h: w — R s h(0) = a, h(nt) = h(n) + d.
Tedy h(n) = a + n - d — aritmeticka posloupnost!




3.6 Aplikace: Korektnost aritmetiky na w

Necht g: w — w a f: w X w — w jsou dané funkce. Potom existuje jedina funkce h: w X w — w
takova, ze pro kazdé m € w:

2. h(m,n*) = f(h(m,n), m) pro viechna n € w.

Diikaz. Pro pevné m € w definujme A = w, pocatecni hodnotu a = g(m) a funkci f(z) = f(z,m).

Dle Principu rekurze existuje jediné p,,: w — w splhujici:
pm(o) = g(m)7 pm(n+) = f(pm(n)a m)
Definujme h(m,n) = py,(n). Funkce h splituje podminky 1 a 2 a je jednoznacna. [

3.7 Korektnost definic s¢itani, nasobeni a mocniny

Predchozi véta zarucuje existenci a jednoznacnost:

S¢itani (g(m) =m, f(x,m)=z7T) Mocnina (g(m) =1, f(z,m) =z -m)
m+ 0 =m, m® =1,
m+nt=(m+n)". m" =m"-m.
Nasobeni (g(m) =0, f(x,m) =z +m) Piiklad: 2 +2 =4
m-0=0, 2+2=2+1*%
m-nT =m-n+m. =@2+1" (A2)
=(2")" (A1)
=3t =4,

3.8 Algebraické ziakony na w

Algebraické zakony

Pro m,n,p € w:
» Asociativita +: m+ (n+p)=(m+n)+p
» Komutativita +: m+n=n-+m
» Distributivita: m-(n+p)=m-n+m-p
» Asociativita :m-(n-p)=(m-n)-p
| 2

Komutativita - m-n=n-m

Vsechny dikazy pomoci matematické indukce!

3.9 Diikaz komutativity séitani na w (nacrt)

Cil: Ym,n € w: m +n = n+ m. Indukci podle n (s m pevnym).

Nejprve pomocné lemma: m + 0 = 0 + m pro v8echna m (indukei dle m).

10



» Zaklad: 0+0=0+0. vV

> Krok:O+m+:(0+m)+g(m+0)+:m+:m++0. v

Hlavni dikaz (indukce dle n):
» Zaklad (n =0): m+0=m = 0+ m dle lemmatu. v’

» Krok (n+— n'): Potiebujeme m +n™ =nt +m.

m+n+:(m+n)+g(n+m)+

+ lemma

?
=n—+m n+m+:n++m.

K dokonéeni je potieba jesté lemma n +m™* = (n +m)" = nt + m, které se dokazuje analogickou indukei.

3.10 Usporadani na w a princip indukce

Promnew: m<n <= men, m<n < menvVvm=n.

Pro kazdé m,n € w plati pravé jedna z podminek:

meEn nebo m=mn nebo ne€m.

(w, <) je linearné usporadand mnozina. Navic (w, <) je dobfe uspofadana — kazda neprazdna
podmnozina ma nejmensi prvek.

Dikaz. Dtkaz rozdélime do nékolika logickych kroki.
Krok 1: Casteéné uspoiadani (reflexivita, tranzitivita, antisymetrie).

» Reflexivita: Necht m € w. Podle definice m < m <= m € m V m = m. Druha podminka
zjevné plati, takze < je reflexivni.

» Tranzitivita: Necht k < m a m < n. Rozlime piipady. Pokud & = m nebo m = n, je tvrzeni
k < n ziejmé. Zbyva piipad, kdy k <m a m < n, tj. K € m a m € n. ProtoZe kazdy prvkem
uspofadané struktury w je tranzitivni mnozina (dusledek definice w), tak m € n = m C n.
ZkemamCnplyne k € n, neboli k < n, a tedy k < n.

» Antisymetrie: Necht m < n a n < m. Obdobné jako vySe, pokud by m # n, dostali bychom
m € n an € m. Tranzitivitou by pak platilo m € m, coz je vSak spor s axiomem fundovanosti
(zadna mnoZina nemuZe byt prvkem sama sebe). Proto musi platit m = n.

Krok 2: Linearita (totalnost usporadani). Mame ukazat, Ze pro libovolnd m,n € w plati
alesponn jedna z moznosti m < n nebo n < m. To v8ak piimo vyplyva ze diive uvedené Véty o
trichotomii — pro kazdé dvé pfirozena ¢isla plati pravé jedna relace z {m € n,m = n,n € m}.
Relace < je tedy linearn{ usporadani.

Krok 3: Dobré uspoiadani (existence nejmensiho prvku).

» Necht X C w je neprazdna mnozina. Podle axiomu fundovanosti (axiom regularity) existuje
prvek x € X takovy, ze x N X = (.



» Chceme ukézat, Ze x je nejmensi prvek X vzhledem k relaci <. Vezméme libovolné y € X.
Pokud y = z, relace x < y plati trivialné (z reflexivity). Pfedpokladejme tedy, Ze y # x. Z
linearity uspofadéani pak musi platit bud y < z (tj. y € =) nebo z < y.

» Pokud by ale platilo y € x, znamenalo by to, Ze prvek y patii jak do X, tak do x, takze by
platilo y € x N X, coZ je spor s x N X = (). Musi tudiZz nutné platit z < y, a tedy i z < y.

» Jelikoz y bylo zvoleno libovolné, je x skuteéné nejmensim prvkem mnoziny X.

Tim je véta dokdzéana. O

3.11 Princip silné indukce

Princip silné indukce

Necht ¢(n) je vlastnost. Pokud pro kazdé n € w plati:
(Vk < n: (k) = ¢(n),

pak ¢(n) plati pro vSechna n € w.

3.12 Dukaz Principu silné indukce

Dukaz. Sporem. Predpokladejme, Ze predpoklad plati, ale existuje ng € w takové, ze =p(ng).
Polozme S = {n € w: —p(n)}. Pak S # 0 (nebot ng € S).

Jelikoz (w, <) je dobfe uspofadana, existuje nejmensi prvek m € S.

Protoze m je nejmensi prvek S, pro viechna k < m plati k ¢ S, tj.

Vk <m: p(k).

7 predpokladu véty pak vyplyva:
(Vk <m: o(k)) = ¢(m),
a tedy ¢(m) plati. To znamena m ¢ S — spor s tim, ze m € S.

Mnozina S je tudiz prazdna a ¢(n) plati pro vSechna n € w. O

4. Mohutnosti mnozin
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4.1 Konec¢né a nekone¢né mnoziny

X je koneé¢na, pokud existuje n € w a bi- X je nekoneéna, pokud neni konecna.

jekee f: X —mn. X je spocetna, pokud existuje prosta
Mohutnost |X| =n je (jediné) takové n. i X 5w

Pozn.: Spocetnd = nejvyse spocetnd (koneénd mebo

Dirichletav princip

spocetné nekonecnd).

Pokud m < n a f:n — m, pak f neni

prosta. Priklady spocetnych mnozin
(Do m zdsuvek nelze rozdélit n > m pied- w, Z, Q, wxw
métd tak, aby v kazdé byla max. 1.7) Véta: Jsou-li A, B spocetné, pak i AU B,

A x B jsou spocetné.

Diikaz (Dirichletova principu). Dikaz provedeme silnou indukei podle n. Necht ¢(n) je tvrzeni:

VYm < nVf:n— m: f neni prosta.

Zaklad indukce (n = 0): Tvrzeni ¢(0) plati prazdng, nebot neexistuje zadné m € w takové, ze
m < 0.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze ¢(k) plati pro vSechna k < n (indukéni predpoklad). Doka-
zeme p(n). Necht n > 0, tj. n = p™ pro n&jaké p € w. Necht dale m < n a uvazme funkci f: n — m.
Sporem predpokladejme, Ze f je prosté.

Jelikoz m < p*, mame m < p. Pokud m = 0, neexistuje zobrazeni z neprazdné mnoziny do prazdné,
coZ je spor. Lze tedy psat m = ¢ pro n&jaké ¢ € w. Z m < p navic plyne ¢ < m < p, a tedy q < p.

Polozme a = f(p) € m. Restrikei f na podmnoZinu p ziskdme funkci f | p: p — m \ {a}. Protoze
je f prosta, zadny prvek z p neziska stejny obraz a jako prvek p. Zavedeme preznackovaci bijekci
o:m\ {a} — g predpisem:
x pokud x # q,
o(x) =
a pokud z =q.

SloZenim o o (f | p) dostaneme definované a prosté zobrazeni z p do ¢. Toto je vSak v pfimém
rozporu s IP, nebot p < n a ¢ < p, a tudiz zadné prosté zobrazeni na té&chto mnoZinach neexistuje.
Kyzeny spor potvrdil, Ze f neni prosta. O

Drikaz spocetnosti uwvedenijch mnoZzin. 1. Spocetnost w: Zvolme identické zobrazeni f: w — w,
f(n) = n. Je zjevné prosté, proto je w spocetna (trivialita vyplyvajici z definice).

2. Spocetnost Z: Definujme f: Z — w piedpisem f(n) = 2n pron > 0 a f(n) = —2n—1
pro n < 0. Sudé hodnoty pokryvaji nezaporné cela ¢isla, liché hodnoty zaporna. Neexistuje
prekryv mezi sudymi a lichymi hodnotami a linearni funkce v sekcich jsou prosté, proto je f
prosté.

3. Spocetnost w x w: Mnozinu vSech usporadanych dvojic (n,m) si pro intuici miZzeme pied-
stavit jako nekone¢nou tabulku. Dvojice mizeme pocitat (Gislovat) postupnym prochézenim
po ,diagonalach“: (0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 2, (0,2) — 3, (1,1) — 4, (2,0) — 5,...
Kazdé dvojici se tak dostane unikatni index (tzv. Cantorova parovaci funkce).
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Pro elegantni forméalni dikaz bez nutnosti konstruovat slozitou bijekei (tzv. Cantoriv poly-
nom) vyuZijeme vlastnosti prvociselného rozkladu:

» Definice zobrazeni: Uvazme funkci f: w X w — w danou predpisem f(n,m) = 2"-3™.

» Predpoklad rovnosti: Jisté f nabyva hodnot v w. Abychom ukézali, Ze je f prosté
zobrazeni, predpokladejme, Ze pro néjaké dvé usporadané dvojice (n1,m1) a (ng, ms2)
plati f(n1,m1) = f(n2, m2), tedy:

on1 ., gmi _ gnz  gm2

» Aplikace véty: Zakladni véta aritmetiky rika, Ze kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 mé
jednoznacny rozklad na soucin prvocisel (aZ na pofadi ¢initel). ProtoZe 2 a 3 jsou ruznéa
prvocisla, musi byt jejich mocniny v obou rozkladech shodné.

» Zavér: 7 toho bezprostfedné plyne, Zze musi platit ny = no a zaroven mi; = msy. Zob-
razeni f tedy stejnou hodnotu prifazuje pouze zcela identickym dvojicim, a proto je f
prosté. Existuje prosté zobrazeni do w, mnozina w X w je tedy spocetna.

4. Spocetnost AUB pro spocetné A, B: Jelikoz jsou A, B spocetné, existuji prosta zobrazeni
fa: A = wa fp: B — w. Definujme h: AU B — w tak, ze h(z) = 2f4(x) prox € A a
h(z) =2fg(x) + 1 proz € B\ A.

Ukéazeme, Ze zobrazeni h je prosté. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké x,y € AU B plati h(x) =
h(y). Mohou nastat tyto situace v zavislosti na parité vysledné hodnoty:

» Hodnota je suda: Poté obé hodnoty z definice musely vzniknout z prvni vétve pfedpisu,
takze x € A1y € A. Dostavame rovnost 2f4(x) = 2f4(y), neboli po vykraceni dvojkou
fa(x) = fa(y). Z predpokladu, ze fa je prosté, bezprostiedné plyne x = y.

» Hodnota je licha: Pak obé& vznikly z druhé vétve predpisu, takze v € B\ Aiy € B\ A.
Odpovidajici rovnice je 2fp(x) + 1 = 2fp(y) + 1, odtud 2fp(z) = 2fp(y) a posléze
fB(z) = fB(y). Z prostoty zobrazeni fp opét vyplyva x = y.

» Situace, kdy by prox € A ay € B\ A platilo h(x) = h(y), viibec nemtZe nastat, protoze
sudé ¢islo (2f4(x)) se nemiize rovnat lichému (2fp(y) + 1).

Zobrazeni h tedy ve vSech pripadech dava stejny obraz pouze pro identické vzory, z ¢ehoz
vyplyva, Ze je prosté. = AU B je spocetné.

5. Spocetnost A x B pro spocetné A, B: Tento diikkaz provedeme poskladanim dvou prostych
zobrazeni:

» Nejdfive vytvorime pomocné zobrazeni F': A x B — w X w definované po slozkach jako
F(a,b) = (fa(a), fe(b)). Toto zobrazeni je prosté, protoZe obé jeho slozky pochéazeji z
prostych zobrazeni v definici (pokud F'(a1,b1) = F(asg,b2), pak se rovnaji obé soufadnice
sou¢asné, z ¢ehoz diky prostoté f4 a fp snadno plyne a; = ag i by = be).
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6.

» Nasledné vyuzijeme prosté zobrazeni pro dvojice pfirozenych Cisel p: w X w — w (tzv.
parovaci funkci) dokézané vyse v bodé 3.

» Zobrazeni g: A x B — w nakonec definujeme jako kompozici obou piedeslych, tedy
g = po F, respektive g(a,b) = p(fa(a), fe(b)). Jelikoz plati univerzéalni pravidlo, Ze
slozeni jakychkoli dvou prostych zobrazeni (F' a p) je vzdy zobrazeni prosté, je mnoZina
A x B prokazatelné spocetné.

Spocetnost Q: Kazdé racionalni ¢islo ¢ € Q Ize jednozna¢né zapsat v zakladnim tvaru jako
zlomek ¢ = 1%’ kde z € Z, p € w\ {0} a ¢isla z, p jsou nesoudélna. Tim je dano prosté zobrazeni
z Q do Z x w, mapujici ¢ — (z,p). ProtoZe Z i w jsou spocetné, je dle bodu 5 spocetny i
jejich kartézsky soudin Z x w = existuje prosté zobrazeni z Q do w.

O]

Diikaz korektnosti definice mohutnosti konecné mnoziny. Necht X je libovolna koneéna mnoZina.
Chceme ukazat, Ze ¢islo n € w, k némuz existuje bijekce od mnoziny X, je urceno zcela jednoznacné
(tzn. neexistuje vicero takovych ¢isel soubézné pro jedinou mnozinu). Dukaz provedeme sporem:

| 2

Predpoklad pro spor: Predpokladejme, Ze definice jednozna¢na neni a existuji dvé od-
lisné piirozena ¢isla m,n € w (m # n), pri¢emz obé spliuji vlastnosti ,,mohutnosti koneéné
mnoziny“.

Existence bijekci: Z prvni podminky definice musi tedy k ob&ma ¢islim existovat bijekce
od nasi mnoziny, a sice f: X - nag: X - m.

Usporadani ¢&isel: Aniz bychom jakkoliv omezili platnost dikazu (tzv. bez ujmy na obec-
nosti), miZzeme rovnou o téchto dvou ruznych ¢&islech nafidit, které z nich je mensi. Necht
m < n.

Konstrukce inverzniho zobrazeni: Z vlastnosti bijekci vime, Ze ke zobrazeni f je zarucena
existence zobrazeni inverzniho, tj. f~': n — X, které je navic samo o sobé& rovnéz bijeke.

Spojeni dvou svéti: Z obou uvazovanych zobrazen{ si nyni ,vyrobime® jediné sloZzené
zobrazeni h ve formé h = go f~1. Zobrazeni h tvofi novy most: nejprve pielozi mnozinu n do
elementd X a ty posléze pfemapuje do m. Celkové tedy tvorii zobrazeni h: n — m.

Propis vlastnosti: Pavodni dvé vyuZivana zobrazeni (tj. f~! a g) jsou bijekce, plati pro
né tedy, Ze jsou obé& soucasné prosta. Podle znamé véty o kompozici prostych funkei je pak i
sloZené zobrazeni h nutné prostym zobrazenim.

Finalni spor obou logik: Postupnou strukturou ditkazu se nam tspésné podafilo proké-
zat existenci ryze prostého zobrazeni h: n — m. Cislo m je pritom mensi nezli n. AvSak
pfipomeiime si text prvniho blokového ramecku této sekce (tzv. Dirichletiv princip): do m
zdsuvek nelze prostym zobrazenim rozdélit n > m predméti. Nastava nevyhnutelny
matematicky spor!

Tato nesrovnalost ukazuje, Ze na$ jediny dosazeny nestandardni pfedpoklad na pocatku dikazu
(,,mohutnost neni uréena jednozna¢né“) je naprosto mylny. Hodnota n je pfifazena pro kazdou
kone¢nou mnozinu ojedinéle a z pojmu se tedy definuje platna a korektni , mohutnost konecné
mnoziny“. O
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4.2 Cantorova véta a diagonalizace

|A| =¢ |B| <= existuje bijekce f: A — B,
|A| <. |B| <= existuje prosta f: A — B,
|A| <. |B| <= |A| <. |B| a neexistuje bijekce A — B.

Cantorova véta

Pro libovolnou mnozinu A plati |A| <. |P(4)|.

Dikaz (diagonalni argument):

1. Nerovnost: Prosté¢ zobrazeni f: A — P(A) zfejmé existuje (napf. f(a) = {a}). Tedy |A| <.
P(A)].

2. Predpoklad pro spor: Piedpokladejme, Ze existuje surjekce g: A — P(A).

3. Diagonala D: Definujme podmnozinu D = {a € A | a ¢ g(a)}. Jelikoz D € P(A) a g je na,
musi existovat d € A takové, ze g(d) = D.

4. Spor: Zeptejme se: Plati d € D?
» Pokud ano (d € D), tak z definice mnoziny D musi platit d ¢ g(d) = D. Spor.
» Pokud ne (d ¢ D), tak z definice D musi platit opak, tedy d € g(d) = D. Opét spor.

5. Zavér: Surjekce g nemuze existovat. Plati proto ostra nerovnost |A| <. |P(A)|. O

Aplikace diagonalizace: Nespoé&etnost intervalu (0,1) C R

Podobny diagonélni argument pouzil Georg Cantor k origindlnimu historickému diikazu, Ze in-
terval redlnych ¢isel (0, 1) nelze setadit do spoc¢etné posloupnosti a ma tedy ostie vétsi mohutnost
nez w.
» Piedpoklad pro spor: Predpokladejme, Ze mnoZina realnych ¢isel z € (0,1) je spo-
Cetnd a lze ji tedy uspofadat do kompletniho ocislovaného seznamu (posloupnosti)
Ly X1, L2,L3y ...
» Desetinny rozvoj: Kazdé takové ¢islo ze seznamu x; si pro predstavu zapiSeme jeho
desetinnym rozvojem (k zamezeni nejednoznacnosti nepouzijeme ty zapisy, které konci
nekone¢nou periodou devitek). Utvofi se nam nekonecné matice cifer:

xo = 0, dgodo1do2dp3 - - -
x1 = 0,d1od11d12d13 . . .
2 = 0, d2oda1dazdas . . .
x3 = 0,d3od31d32d3ss . . .

kde d;; € {0,1,...,9} oznacuje j-tou cifru v i-tém &isle.

» Konstrukce chybéjiciho ¢isla y: Nyni schvalné vyrobime zbrusu nové realné cislo
y € (0,1) ve formatu y = 0,yoy1y2ys ... Jeho cifry y; vytvorime zamérné tak, aby
,hesouhlasilo“ zrovna s tou cifrou libovolného reélného ¢isla, ktera na nasem vypisu lezi
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na diagondle (d;;). Definujme napf.:

)4, pokud je na diagonale d;; # 4
vi 5, pokud je na diagonéle d;; = 4

» Ddusledek a zpochybnéni sporu: Podle pfedpisu vySe se zkonstruované &islo y lisi od
nultého ¢&isla o minimalné ve své nulté ciffe. Od &isla x1 se 1isi spolehlivé ve své prvni
ciffe a tak dale. Z definice nového ¢isla tedy nutné plati, Ze y # z; pro libovolné ;.

» Zaveér: Uspésné jsme sestrojili redlné ¢islo intervalu (0,1), jeZ zfejmé chybi v naSem pii-
vodnim seznamu, ktery mél pokryvat absolutné vse. To je nepiekonatelny spor. Nelze
vypsat vSechny hodnoty do jedné spocetné fady — interval redlnych cisel je ryze nespo-
Cetny.

4.3 Srovnavani mohutnosti

Cantor—Bernstein—Schroderova véta

|A| < |B| A |B| <c |A] = |A| = |B|.

—1»

Idea dikazu: Jsou-li f: A — B a g: B — A prosté, rozdélime A na &asti, které ,pat¥i f” a ,patii g~ 7, a z nich

sestavime bijekci. Dtkaz nevyzaduje AC!

Dikaz (piesna konstrukce): Necht f: A — B a g: B — A jsou prosta zobrazeni. Sestrojime bijekci h: A — B.
Induktivné definujeme posloupnost mnozin:
» Ao = A\ g[B] (prvky v ve vychozi mnozing A, které nemaji vzor pfi zobrazeni g),

» A1 = g[f[Ax]] pro rovnice n € N (zfetézené obrazy predchozich kroki).

Oznacme A™ = Jo-_ ) An (sjednoceni vsech téchto specifikovanych asti).

Definujme zobrazeni h: A — B po ¢astech takto:

2) = f(x) pro x € A*,
g )_{g_l(x) proxz € A\ A",

Ovéreni korektnosti a vlastnosti zobrazeni h:

1. Definice a obor: Pokud = ¢ A", pak specialné x ¢ Ag, takZze x € g[B]. Protoze g je prosté, existuje k nému
pravé jeden vzor g~ '(x) € B.

2. Injektivita (prostota): Restrikce f na A* a g7! na A\ A* jsou prosté. Dale plati f[A*]Ng ' [A\ A*] =0,
obraz z obou vétvi se neprekryva.

3. Surjektivita (na): Kazdy prvek y € B ma sviij vzor v A. Bud ¢(y) € A", pak z konstrukce existuje vzor
pies defini¢ni vétev f, anebo g(y) ¢ A*, pak se vzorem stava samo g(y) aplikaci g~ (g(y)) = y.

Zobrazeni h je vzajemné jednoznaéné (bijekce), existuje tedy relace |A| =, |B|.

Cantorova véta o |R| Hypotéza kontinua (CH)
lw| <c |R| Neexistuje A C R t.7. |w| <. |4] < |R].
Mnozina R je nespocetna. Godel (1940): CH je konzistentni s ZFC.

Cohen (1963): ~CH je konzistentni s ZFC.
= CH je nezavisla na ZFC!

5. Axiom vybéru
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5.1 Axiom vybéru (AC)

Axiom vybéru

Pro kazdou kolekci C nepréazdnych mnozin existuje vybérova funkce

H:C—)UC takova, ze VA€ C: H(A) € A.

» Sjednoceni mnoziny (systému) C: Znac¢ime | JC. Jedna se o mnozinu vsech prvki z,
pro které existuje alespon jedna mnozina A € C takova, ze x € A. Tedy se ,sliji* vSechny
prvky vSech mnozin z kolekce do jednoho celku. Z této Siroké vysledné shbirky nasledné
vybira funkce H své hodnoty.

» Indexovany systém mnozin: Misto libovolné ,bezejmenné® kolekce C miizeme mit sadu
mnozin, kde kazda dostala svij ,,Stitek” z tzv. indexové mnoziny I. Matematicky se jedna o
funkci F' s defini¢nim oborem dom(F’) = I, u niZ funkéni hodnotu F'(i) ozna¢ime jednoduse
A;. Cely systém se pak znac¢i (A4; : i € I) nebo {A; }ier.

Formulace pro indexované systémy:
Pro (A; : i € I) s A; # 0 existuje (x; : ¢ € I) t.z Ao
Viel: x; € A;.
Historicka poznamka:
» Formuloval Ernst Zermelo (1904).
» Godel (1940): AC je konzistentni s ZF.
» Cohen (1963): —AC je konzistentni s ZF.
= AC je nezavisly na ZF.

Ao

AlilE

5.2 Ekvivalence AC, Zornova lemmatu a WOP

Axiom vybéru
3 vybérova funkce
pro systém neprazdnych mn.

el T

Zornovo lemma Princip dobrého
Pokud kazdy fetézec usporadanit
mé horni mez, Kazdou mnozinu
J maximalni prvek (2) lze dobfe usporidat

Tato tii tvrzend jsou v ramci ZF ekvivalentni.
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5.3 Disledky axiomu vybéru

Zornovo lemma — definice Banach—Tarského paradox

Retézec: Podmnozina C &astetnd uspo-
rfadané mnoziny P, v niz jsou libovolné
dva prvky navzajem porovnatelné. Tedy pro
vSechna z,y € C plati bud x < y, nebo
y < x. Zatimco samotna Castecné uspora-
dand mnozina muZe obsahovat neporovna-
telné polozky, tak na vybraném fetézci tvofi

relace < vzdy tzv. totdlni (linedrni) uspora-
dani — prvky v ném lze sefadit jasné za sebe
,,do Tetézce".

Horni mez: u je horni mezi S C P, pokud
Vse S:s<u.

Maximalni prvek: m t.j. =3x: m < z.

Véta. Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

Drikaz: Mnozina linearné nezavislych pod-
mnozin, usporadana inkluzi. Zornovo lemma
= d maximaln{ lin. nezdv. mnozina = baze.

Aplikace: baze vekt. prostoru
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Kouli v R? lze rozlozit na koneéné mnoho
disjunktnich ¢asti, které lze rotacemi a
translacemi slozit ve dvé koule identické s

pivodni!
"' ' AC 3

Neméritelné mnoziny — nelze fyzikdlné rea-
lizovat.

Dalsi disledky AC

Tichonovova véta, existence ultrafiltri,
Hahn—Banachova véta.




6. Ordinalni cisla
6.1 Definice a priklady ordinalnich cisel
a je ordinalni ¢&islo (ordinél), pokud:

1. « je tranzitivni mnozina (pokud z € y € «, pak = € «),

2. (a, €) je dobfe uspoifadana mnozina (kde € je relace € omezena na «).

Priklady netranzitivnich mnoZin (a tedy ne-ordinali)

Aby byla mnoZina ordindlnim ¢islem, musi nutné spliovat vlastnost tranzitivity. Nésledujici
priklady ilustruji dobfe usporadané, le¢ netranzitivni mnoziny, které proto ordinalnimi &isly
specifikovanymi podle von Neumanna nejsou:

» Konecna netranzitivni mnoZzina: M&me mnozinu A = {{0}}. Plati, ze § € {0} a
soucasné {()} € A. Pokud by mnoZina A byla tranzitivni, muselo by z definice vyplyvat,
ze se kazdému prvku libovolného prvku z A dostane pifimého Clenstvi v A, ¢ili by platilo
) € A. Mnozina A ale obsahuje jako svij naprosto jediny prvek mnozinu {0}, prazdna
mnozina jako takova v ni prvkem neni () ¢ A). Tranzitivita tak ihned selhava. Prestoze
je mnozina ({{0}}, €) trivialng dobfe usporadana ve struktufe odpovidajici ordinalu 1,
presné podle definice se o ordinélni ¢islo nejedné.

» Nekonecna netranzitivni mnoZina: Uvazujme mnozinu vSech pfirozenych cisel bez
nuly, B =w \ {0} ={1,2,3,...}. Z pfedchozich definic vime, Ze ¢islo 1 ve své mnozinové
reprezentaci odpovida mnoziné {0}. Kdykoliv nahlédneme na prvek 1 € B, zjevné zachy-
time jeho prvek ve formeé nuly, tedy 0 € 1 € B. Kdyby B byla tranzitivni, musela by podle
stejné logiky absorbovat samotnou nulu piimo jako sviij prvek (0 € B). My jsme vsak
¢islo nula u mnoziny B tmyslné vyjmuli, 0 ¢ B. Obdobné tak i tato nekonecna a ostie
dobfe usporddand mnozina selhdva na podmince tranzitivity.
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Historickd pozniamka: John von Neumann a pojem ordinalniho éisla

Pojem ordinalniho &isla pochézi uz od vzestupu teorie mnozin u Ge-
orga Cantora, ktery jej definoval a pouzival zna¢né abstraktné — zpro-
stfedkované pres tfidy izomorfnich ¢i strukturové plné koresponduji-
cich, dobie uspofadanych mnozin, které sdilely stejny ,,typ usporadani®.
Takto volny postup ovSem hrozil po vytvoreni prisnych rigidnich axio-
matickych systému jistym defektem. Obrovské ,sbirky“ vSech izomorf-
nich mnozin totiz z definice nedokazaly sloZit relevantni platnou mnozinu
(projevily se jako masivni vlastni t¥ida tvofici paradox).

N 2

definici vykonal teprve roku 1923, zhruba ve svych dvaceti letech, pro- G(el%r Sg{‘stfr

sluly mad arsko-americky matematicky fenomén John von Neumann.
Jeho revolu¢ni feSeni spocivalo ve fundamentalni myslence vymanit se
z oné obrovské abstraktni , Cantorovy* sbirky reprezentaci spolehlivou
volbou jednoho kanonického zastupce, jednoho striktné navrzeného
mnozinového modelu takového typu usporddani, na ktery by se soustie-
dil matematicky aparat.

John von Neumann
Jeho postup byl oslnivé tsporny: kazdy budouci ordinal velmi t¢inné nadefindVaP v{dzens

jako mnoZinu vSech ordindli, které mu ostre predchdzeji (o« = {8 : B < a}). Z této ne-
smirné elegantni samonosné tivahy poté samocinné vyplynuly v8echny pozadované vlastnosti
ordinalu. Pfedevsim zarucovala, Ze vSechny jeji obdrzené prvky se vzdy stavaji zaroven au-
tomaticky i jejimi podmnoZinami (viz nutna vlastnost tranzitivity), a napfi¢ v8emi t&émito
posbiranymi prvky dominuje zcela jednozna¢né usporadani ¢istou relaci nalezeni (€). Dnesni
teorie mnozin a axiomatizovana matematika od této ispésné vize vétsSinou neuhyba a obvyklé
moderni ordinaly tudiz preciznéji zveme von Neumannovymi ordinaly.

Odkaz von Neumanna timto pifinosem rozhodné nehasne. Néasledné o nedlouho pozdéji to byl
s definitivni presnosti opét on, kdo ve stejnych sférach poprvé exaktné deklaroval jasny roz-
dil mezi relativné malymi ovladatelnymi mnoZinami (z nichz lze konstruovat dalsi mnoZziny)
a prilis velikymi vlastnimi t¥idami (gigantickymi netestovatelnymi komunitami stojicimi
mimo obavy z formélnich paradoxii). Ten posléze podnitil odlisné vniméani matematické lo-
giky, vybudovani a formulaci plné striktni teorie nazyvanou dnes jako NBG (Von Neumann—
Bernays—Godel axiomaticky systém). Ta vyrostla v hrdou, plné konzervativni alternativu,
mnohdy se obohacujici a prostupujici se se svétovym standardem predstavovanym systémem
ZFC.

=0) [(1=®) [-w.0n) [3-(iz}— -

[ w=1{0,1,2,3,..} }/

~

[w—i—l:wu{w} ] [ wtw=w-2 ]

Ovéreni: 3 = {0,1,2} je ordinal: (1) Tranzitivita: 0 € 1 €3,0€3 v;1€2€ 3,1 € 3 V. (2) Dobré usporadani

relaci €: V.
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6.2 Vlastnosti ordinalnich cisel

Kli¢ové vlastnosti
1. Kazdy prvek ordinalu je ordinal. Kazdy ordinal spada pravé do jedné z téchto

» Nula: 0 = (). Odpovida prazdné mno-
2. Trichotomie: Pro ordinaly «, 5:
7iné, nemé zadné prvky.
a€EBV a=8V BEqa.

3. Kazdd mnoZzina ordinald je dobfe » Naslednicky ordinal: Existuje ordi-
usporadana relaci €. nal g takovy, ze a = SU{S} (znacime
4. a ¢ a pro kazdy ordinal. ho 8+1 nebo S(B)). Ordinal o ma tedy

svého bezprostredniho predchidce 5.
» Limitni ordinal: @« # 0 a « neni
néslednicky ordinal. Nemé& bezpro-
stfedniho pfredchtidce a plati pro néj
a = Ja (je sjednocenim vsech svych
prvkd, tedy vSech ostfe mensich ordi-

nala).
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Priklady limitnich ordinald
» w=1{0,1,2,...}
> wtw
> w-w

> ¢ (nejmensi a t.72. w* = )

Véta: Vlastnosti ordinalu w

Mnozina w je nejmensi nekonecné ordinalni ¢islo a zaroven je to nejmensi limitni ordinal.

Dukaz:

» w je ordinal: Prvky w jsou pfirozené ¢isla, mnozina w je tranzitivni a dobfe uspofadana
relaci €. Relace € na w se shoduje s bé&Znym usporadédnim <, takZze w je zjevné nekonecéna.

» Minimalita mezi nekoneénymi: Necht « je nekone¢ny ordinal a pfedpokladejme pro spor
a < w (tj. @ € w). Vsechny prvky w jsou v8ak kone¢na piirozena ¢isla, o by tedy muselo byt
konecéné, coz je spor s predpokladem.

» w je limitni ordinal:
» Jisté w # 0 (obsahuje 0).

» Necht pro spor w je naslednicky ordinal, tj. w = 5 + 1. Pak ale § € w, coZ znamena,
ze 3 je né&jaké prirozené &islo n. Naslednik prirozeného ¢isla (n + 1) je vzdy pfirozené
(kone¢né) ¢islo, coz je ve sporu s nekone¢nosti w.

6.3 Existence nespocetného ordinalu

Ackoliv je w nejmensi nekone¢ny ordinal, proces tvorby ordinalt jim zdaleka nekoné¢i. MuZzeme
tvofit dalsi spocetné ordinaly, jako napf. w + 1, w + w, w* atd. Dokonce vSechny ordinaly, které
muZzeme z w sestrojit béznymi aritmetickymi operacemi, ztstavaji vidy spocetnymi mnozinami.

Je prirozenou otazkou, zda viubec existuje i nespofetny ordinal. Podle Hartogsovy véty (a
axiomu nahrazeni) plati, Ze ke kazdé mnoZiné existuje ordinél, jenZ se do ni neda prosté zobrazit.
Polozime-li jako zakladni mnozinu w, dostavame existenci ordinélu w; (Casto znaceného jako prvni
nespocetny kardinél Ny), ktery je jiz nespocetny.

Z konstrukce vyplyvéa, Ze w1 je mnozinou vsech spocetniyjch ordindli. Nachéazi se "velmi daleko za w"—
nelze k nému nikdy dospét pouhym postupnym pfi¢itanim, ndsobenim ¢i umochovanim spocetnych
ordinalu (kazdé takové sjednoceni spocetného mnozstvi spocetnych ordinéla je totiz stale spocetné).
Je z nich tedy "nedosazitelny".

6.4 Ordinalni aritmetika

Véta (Princip transfinitni indukce)

Necht (W, =) je dobfe uspofdadand mnozina a P je néjakd vlastnost (formule). Pokud plati
indukéni krok:

Prokazdé ue W: (VzeW:z <u = P(z)) = P(u),

pak vlastnost P(x) plati pro vSechny prvky mnoziny W.

Strukturovany dikaz véty: Dilkaz provedeme sporem a zésadnim zptisobem vyuzijeme jedinou
kli¢ovou vlastnost dobrého usporadani.



1. Konstrukce mnoziny protipiikladi: Definujme mnozinu S téch prvka v W pro které vlastnost
P neplati. Formalné S = {u € W | =P(u)}.

2. Pfedpoklad pro spor: Predpokladéme, Zze zavér véty neplati, a tedy vlastnost P selhéva alespont
pro jeden prvek tzn. mnoZzina chyb S je neprazdna (S # ().

3. Definice dobrého usporadani nadm pro libovolnou neprazdnou podmnozinu S C W garantuje
existenci nejmensiho prvku. Naleznéme onen nejmensi prvek, oznacme jej m € S (plati, Ze

-P(m)).

4. JelikoZ je m absolutné nejmensi ve skupiné S, pak vSechny ost¥e mensi prvky (z < m) do
mnoziny selhani S zjevné patfit nemohou. Tedy pro v8echna takové elementarni x < m tvrzeni
P(z) zaru¢ené plati. To je pfesné nas splnény predpoklad.

5. Jestlize maji podminku P platnou v8echny prvky ostfe mensi nez m, z indukéni premisy (ktera
je dand) okamzité usuzujeme a vynucujeme piimou platnost vlastnosti pro prvek samotny,
tudiz = P(m).

6. Tim vSak dospivame ke sporu: vime ovSem (bod 3), ze m € S, neboli =P (m), ale z indukéniho
kroku jsme vazani nabyt zjisténim zavéru P(m). Protiptiklady tudiZ nemohou existovat,

S = (). Dtikaz je ukoncen. O

Pozn.: Dikaz je analogicky principu silné matematické indukce probihajici na w, ale obejde se bez umélého budovdni

zdkladu indukce. Pro nejmensi absolutni prvek wo € W, se pfedpoklad Vx < wo : P(x) pochopitelné splni vacuously

P(wo), P(w1) e, Plwg_1)—"

= P(wy)

(prdzdné).

Véta (Princip transfinitni indukce pro ordinaly — alternativni formulace)

Jelikoz se tiida v8ech ordinali rozpada na nulu, nésledniky a limitni ordinaly, 1ze predchozi
princip velmi ¢asto a prakticky preformulovat to ti{ konkrétnich kroki. Necht P(«) je vlastnost
formélné definovana pro ordinalni ¢isla. Pokud plati:

1. Zakladni krok: Plati P(0).
2. Naslednicky krok: Pro kazdy ordinal « plati P(a) — P(a+1).
3. Limitni krok: Pro kazdy limitni ordindl A plati (Va < A: P(a)) = P(}).

Pak vlastnost P(«) plati pro vSechna ordinalni ¢isla a.

Diukaz véty (sporem pres existenci nejmensiho protipfikladu):

1. Predpokladejme, ze zavér véty neplati. Pak existuji néjaké ordinaly, pro které vlastnost P
selhava. Mnozina vSech takovych selhani S = {a € On | =P(«a)} je tedy neprazdna.

2. Vzhledem k tomu, Ze ordinalni ¢isla jsou dobfe uspotradéana relaci €, musi ve t¥idé S existovat
jeji nejmensi prvek, oznacme jej .

3. Z absolutni minimality g ihned vyplyva, Ze pro v8echny ostfe mensi ordinaly v < u sledované
vlastnost P platit musi: Vy < p: P(7).

4. Nyni ukaZme spor pro vSechny t¥i mozné typologické stavy, jakého druhu by ordinal g mohl
viibec byt:
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» Je-li u = 0: Podle prvniho pfedpokladu nasi véty vime, ze P(0) plati. Avsak p € S fika,
Ze pro p dané vlastnost neplati. Spor.

» Je-li p naslednicky ordindl, tvaru p = g+ 1: Jelikoz 8 < p, vime, Ze pro £ uz vlastnost
pevné plati (tedy P(3)). Podle druhého predpokladu ale = P(5+1). TudiZ by musela
platit P(u), coz je opét spor s 1 € S.

» Je-li g limitni ordinal: Z bodu 3 bezpeéné vime, Ze pro vSechna v < u podminka plati.
Tteti predpoklad nasi véty vSak fiké, ze v takovém piipadé uz musi platnost preskocit i
na samotny limitni ordinal p. Tudiz by mélo platit P(u), t¥eti a koneény spor.

5. Jelikoz p musi bezesporu spadat do pravé jedné z téchto tif kategorii a kazdéa vede k jasnému
sporu, ukazuje se, ze neprazdnost skupiny omyla S byl chybny predpoklad. Tim je dokazano,
ze plati P(«) pro vSechna ordinalni ¢isla. O

a+0=q,
at(f+1)=(a+0)+1,
a+d=sup{a+~vy:v<d} pro limitni J.

Poznamka k existenci supréma ordinald: V definici pro limitni ordinal J se objevil operator
sup. V uspofadani ordinalnich ¢isel tvoii kazda mnozina ordinali (zde konkrétné mnozina vSech
¢asteénych sou¢tat X = {a+ v | v < d}) mnoZzinu dobife usporadanou relaci €. Kazda takova
mnozina ordinali méa nad sebou vzdy néjakou horni zavoru, a diky dobrému usporadani i zédvoru
nejmensi — své supremum. Formalné je toto suprémum jednoduse sjednocenim mnoziny X, tedy
sup X = JX. Tim je zaruceno, ze vyraz sup{a + v : vy < 6} dava vzdy jednozna¢ny smysl, a tedy
hodnota a4 § pro limitni § bezpeéné a deterministicky existuje (a navic je to opét ordinalni ¢islo).

Necht (A4, <4) a (B, <p) jsou disjunktni dobfe uspofadané mnoziny, pfi¢emz typ mnoziny A je
« a typ mnoziny B je (. Pak soucet a + § je ordinalni typ mnoziny A U B, na niz definujeme
usporadani < yup tak, ze vSechny prvky z A predchazeji vSem prvkam z B. Formalné:

r<auBY <= (r,y€e ANz <ay)V(x,ye BANx<py)V(r€e AANyE B).

w4+ w
A N
w w
[o ° ° ° 0-] ° ° ° ° )
Q 1 2 3 4

Pozor: Ordinalni séitani neni komutativni!

Ukazme podrobny dikaz nerovnosti 1+w # w—+1 pomoci zretézeni dobie usporadanych mnozin:
» Vypoéet 1+ w: Necht A = {x} je jednoprvkova mnozina (typ 1) a B = {0,1,2,...}
(typ w). Zietézenim, kde prvky A predchazeji prvkim z B, ziskdme usporadéani: x <,up
0 <aup 1 <aup 2... Vyslednd mnozina je ostfe rostouci nekone¢né posloupnost bez nej-
vétstho prvku. Lze ji zjevné vzajemné jednoznacné a usporadéni zachovavajicim zpisobem
(izomorfné) zobrazit na w (kde * pfejde na 0, 0 na 1, 1 na 2 atd.). Tedy 1 4+ w = w.
» Vypocet w + 1: Nyni naopak prvky B (typ w) predchazeji prvku z A (typ 1). Ziskdme
usporadani: 0 <pua 1 <pua 2--- <pua * Tato usporadani mnozina méa nejvétsi prvek
(*). Ordinal w v8ak zadny nejvétsi prvek nemé. Proto typ této mnoziny nemuze byt w. Je
to ostie vétsi (naslednicky) ordinal.
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Odtud je okamzité vidét, ze 1 + w = w # w + 1.

Pomoci transfinitn{ rekurze definujeme « - 5:

a-0=0,
a-(B+1)=(a-B)+a,
a-d=sup{a-vy:v <4} pro limitnid.

Ordinalni sou¢in « - § odpovidé anti-lexikografickému usporadani na kartézském soucinu
mnozin typid « a . Neformélné feceno: vezmeme dobie usporadanou mnozinu typu 8 a kazdy
jejl prvek ,nahradime® celou uspofddanou mnozinou typu . Tedy druha slozka uréuje pomyslny
,makro-blok“ a prvni slozka urcuje izolovanou pozici uvnit¥ tohoto bloku.

Nekomutativita nasobeni: 2 - w # w -2

» 2. w: Posloupnost délky w, kde kazdy prvek je nahrazen dvéma prvky (blokem délky 2).
Slitim koneénych tecek v nekonecné posloupnosti je vysledkem standardni w.

» w - 2: Posloupnost délky 2 (dva bloky), z nichz kazdy je vyplnén nekoneénou kapickou
prvki typu w. Vysledkem je usporadéani ekvivalentni mnoziné w + w.

2. w: (o o) (o o) (o .) (. .) (. .) ~ W

w-2: (o ° ° 0) (o ° ° .) —wtw

Véta: Distributivni zakony pro ordinaly

Pro libovolné ordinalni &isla «, 8,y plati levy distributivni zakon:
a-(B+y)=a-Bt+a-y

Dikaz (transfinitni indukci pfes v):

» Proy=0a-(f+0)=a-f=a-f+0=a-F+a-0.

» Pro ne-limitni krok (naslednik) v+ 1: Necht rovnost plati pro . Pak a- (8+(vy+1)) =
a-((8+ ) +1). Dle definice nasobeni je to a - (8 + 7v) + a. Z indukéniho predpokladu
nahradime prvni ¢len a ziskame (a - 5+ a - y) + «, coz je diky asociativité séitani « - 3 +
(@ v+a)=a-B+a-(y+1).

» Pro limitni v: Rovnost plyne z vlastnosti supréma pii pevném «- a ze spojitosti operaci
sCitani a nasobeni ve druhé slozce.

Oproti tomu pravy distributivni zakon obecné NEPLATI. Vyge uvedeny piipad 2 - w =
(141)-w=wsezjevné nerovnd 1 -w+1-w=w+w.

Dikaz identity w-2 =w +w

Toto tvrzeni lze velmi pfirozené dokazat jak z definice, s vyuZitim zavedeného distributivniho
zékona, tak geometricky:

» Analyticky pfes levou distributivitu: Jisté plati 2 = 1 + 1. Substituci do zadani
obdrzime w - (1+1). Protoze néasobeni je distributivni zleva k souctu na mnoziné ordinali,
muzeme zavorku bez obav algoritmicky roznésobit: w-14w-1. Nakolik w-1 = w, dostdvame
ihned w - 2 = w + w. K stejnému zavéru bychom dosli i prostou aplikaci pravidla pro
naslednika v definici rekurze s¢itani/nasobeni.
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» Z geometrické interpretace: Pii soucinu « - f uvazujeme dobie uspoirddanou mnozinu
o délce (typu) B prvka a kazdy takovy izolovany prvek zevnitt ,,vyplnime“ ¢i ,nahradime*
usporadanim typu «. Uvazujeme-li nas problém w-2, potfebujeme dvouprvkovou mnozinu
{0,1}. Kazdy jeji prvek (nejprve index 0, poté za nim jdouci index 1) vyménime za celou
kopii mnoziny prvki izomorfni mnoziné w. Ziskdme tim jasné prvni kopii w a bezprostredné
navazujici i rovnocennou druhou kopii w. Formalné toto piesné koresponduje se zfetézenim
typu, a typ je proto jednoznacné w + w.

Pomoci transfinitni rekurze, pro pevné o > 0, definujeme o®:

« :aﬁ-a,

a’ =sup{a” : v <} pro limitni 4.

7. Transfinitni rekurze

7.1 Princip transfinitni rekurze

Relaci (t¥idu) F' nazveme t¥idovou funkci, pokud spliiuje podminku jednoznac¢nosti: pro kazdé
x € dom(F) existuje pravé jedno y takové, ze (z,y) € F. Tuto vlastnost casto zapisujeme
funkcionalni formuli p(z,y), pro kterou plati Vo 3y : p(z,y). Misto ¢(z,y) pak piSeme F(z) =
y. Z defini¢niho oboru i oboru hodnot takové ,funkce* mohou byt vlastni t¥idy (napf. tfida On
v8ech ordinala).

Véta (Transfinitni rekurze)

Necht ¢(x, y) je funkcionélni formule (tj. Vg I u: (g, u)) a (W, <X) je dobfe usporadana mnozina.
Pak existuje jedina funkce H s dom(H) = W takov4, Ze pro kazdé u € W:

QD(H rs(u)a H(U)),

kde symbol s(u) = {x € W | z < u} oznacuje pocatecni tsek mnoziny W urceny prvkem u a
H [ () je ztzeni (restrikce) funkce H na tento tsek.

Ekvivalentné: existuje jediné H takové, ze H(u) = F(H [y y)), kde F je tiidova funkce defino-
vana formuli . To znamena, Ze hodnota funkce H v bodé u je jednozna¢né ur¢ena pravidlem F'
aplikovanym na dosavadni prubéh funkce H (na jejich hodnotach pro viechna z < u).

Poznamka k Vété o transfinitni rekurzi. Tato véta poskytuje korektni a formélné podloZeny
zpusob definice funkci na dobfe usporadanych mnozinach, typicky na ordinalnich ¢islech. Zatimco
klasickd rekurze zkouméa definici hodnoty f(n + 1) ze zndmé hodnoty f(n), transfinitni rekurze
definuje H (u) na zdkladé celé historie (tj. viech prvki x < u) skryté ve funkei H [(,). Diky zZenf

//////

dalsi hodnotu H (u).

Souvislost s Vétou o rekurzi na pfirozenych éislech. Klasickd véta o rekurzi (na mnoziné
prirozenych &isel w) je pouze velmi specidlnim p¥ipadem obecné véty o transfinitni rekurzi. P¥ipo-
menime si jeji znéni: pro dany vychozi prvek a € A a generujici funkci g: A — A existuje jedina
posloupnost f: w — A spliwjici f(0) =a a f(n+1) = g(f(n)).

Aplikujeme-li Vétu o transfinitni rekurzi na dobfe usporfddanou mnoZinu (w, €), potfebujeme de-
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finovat vhodnou tifidovou funkci F', pomoci niz bude rekurzivni sekvence generovana. V piipadé
relace naleZeni € na pfirozenych ¢islech uréuje pocatecni usek s(n) presné mnozinu vSech mensich
prirozenych &isel, coz je ve von Neumannové definici zjevné rovno samotnému &islu n. To znamena,
ze ztzeni (restrikce) do tohoto pocatecniho tseku, funkce f [, je prosté zobrazeni z s defini¢nim
oborem dom(z) = n, zachycujici hodnoty pro vstupy 0,1,...,n — 1.

Kli¢ovou pfislugnou tiidovou (zde pouze mnozinovou) funkeci F'(z) pak staci sestrojit jako predpis
zpracovavajici toto zuzeni z:

» Pro ,prazdnou historii* (tj. pokud z = () polozime F()) = a. V praxi to znameni, ze pro
prvni prvek w, kterym je 0 (= (), plati s(0) = 0. Dosazenim do véty obdrzime f(0) = F(f [y
)= F(0) = a.

» Pro ,neprazdnou historii“ koné¢ici néjakym krokem, tedy pokud z ma jako sviij defini¢ni obor
libovolné prirozené ¢islo obohacené o nulu (jakékoliv n+1 = nU{n}), tzn. nejvétsim prvkem
defini¢niho oboru v ¢ase volani je ¢islo n: ,, podivame se‘ na naprosto posledni vygenerovanou
hodnotu, tedy hodnotu argumentu modifikitoru v bodé n, zapsanou v z(n), a tu s danou
funkei zprostfedkujeme dél vlozenim predpisu F'(z) = g(z(n)). Dosazenim to pro transfinitni
rekurzi znamena aplikaci pro bod n+1, kdy s(n+1) = n+1, a poc¢itase f(n+1) = F(f [nt1
) = g(f(n).

» Pro vSechny formalné nevycerpané pfipady argumentu z ¢ w definujeme F(z) = (). Kvili
specifikdim w, skladajiciho se jediné ze zrodu na principu n U {n} a elementu izolovaného
pocéatku 0, vsak k tomuto viibec nenastane uplatnéni.

Diky tvrzeni existence a jednoznac¢nosti f predpovidané Vétou o transfinitni rekurzi s touto kon-
krétni funkci F' tak okamZité dostavame jednoznacnou existenci oné rekurzivné zadané posloupnosti
na piirozenych ¢islech. Zasadni rozdil je tedy ,,jenom“ v tom, Ze pro klasickou rekurzi zkonstruo-
vané t¥idové funkci F' postacuje odecitat a rekurzivné reagovat pouze na finalni prvek prozatimniho
postupu ze sekvence H(n), pfi¢emz ale ¢ista transfinitni rekurze v plné obecnosti muze aplikovat
operace pres thrnem vSech doprovodnych dosud definovanych prvka a zpracovat pfirozené jak
izolované stavy tvoirici nasledniky, tak i neizolované takzvané stavy spojené s limitnimi ordinaly.

7.2 Uvod k Von Neumannovu univerzu mnozin

Nez pristoupime k formalni definici univerza fundovanych mnoZzin (¢asto nazyvaného jako von Ne-
umannovo univerzum), je namisté si ujasnit jeho hlubsi smysl jak pro nésledujici partie prednasky,
tak pro celou teorii mnozin. Z historického pohledu bylo pro matematiky kli¢ové nalézt pfirozeny
model, ktery by ztéleshioval v8echny ,rozumné“ mnoziny a pfitom se vyhnul paradoxim (napf.
Russellovu paradoxu ,,mnoZiny vSech mnozin, které neobsahuji samy sebe*).

Zakladni myslenka von Neumannova univerza spo¢iva v kumulativni hierarchii. Namisto abychom
uvazovali o mnozinach jako o entitach, které prosté odnékud ,,jsou, predstavujeme si, Ze mnoziny
,vznikaji“ (jsou konstruovany) postupné v krocich. Nejedna se o proces v ¢ase, ale v usporadanti,
které reprezentuji ordinélni ¢isla:

» Na samém ,pocatku” neméme nic. Prvni platnou strukturou ze ,vSeho ni¢eho“ je zjevné
prazdna mnoZina (). Ta tvoii pocatecni "nulté"patro.

» Jak postoupit do dalsiho patra? Pokud uz méame k dispozici néjakou zasobu mnozin vytvore-
nych v pfedchozich krocich, miZeme nové mnoziny vytvorit tak, ze z dosud existujicich prvka
tvorime libovolné podsouciny. Za tento krok logicky odpovida operace potenéni mnoziny
(tvorba vSech podmnoZin).

» Protoze krokiu je transfinitné mnoho (probihaji pfes v8echny ordinély), ob¢as narazime na
,limitni“ krok (napf. po nekoneéné mnoha krocich tvaru 0, 1,2, ... v kroku w). V tomto patie
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k zadné nové generaci skrze potenci nedochazi, nybrz zkratka sjednotime vSechna dosavadni
patra do jedné mnoziny.

Samotna formalni definice této hierarchie pater (oznac¢ovanych V,, pro libovolny ordinal «) je navic
ucebnicovym vyuzitim Véty o transfinitni rekurzi v praxi. Ordinaly tvoii dobfe uspoirddanou
t¥idu a my definujeme prifazeni o +— V,, presné na zakladé predchozich hodnot.

Vyznam tohoto pojeti v teorii mnoZin tkvi v takzvaném Axiomu fundovanosti (¢i regularity).
Ten exaktné postuluje, Ze vSechny myslitelné (a v ramci teorie korektni) mnoziny lze vygenero-
vat timto postupem. Jinymi slovy, celdA mnozinovd matematika padne bezezbytku do tohoto ku-
mulativniho trychtyfe. Tim axiomaticky zakazujeme jakékoliv neintuitivni patologické entity jako
x € x (mnoZina nesmi byt prvkem sebe sama) a tvofime tim standardni bezpeény zépadotvor pro
Zermelo-Fraenkelovu teorii mnozin s axiomem vybéru (ZFC). Cokoli z tohoto stromu vypadne ¢i v
ném nevznikne, z definice jednoduse systémem neni chapano za korektni mnoZzinu.

Univerzum fundovanych mnozin WF

Kumulativni hierarchie: Vo =0, Vo1 =P(Va), V=U < Vg pro limitni \.

WF=V = U V..

a€On

Axiom fundovanosti <= kazda mnozina patii do WF.
Rang: rank(z) = J{rank(y) +1:y € z}.

7.3 Von Neumannova kumulativni hierarchie

rang

A
1

\ Vw N{i\ prvki
1
:
1
} g 7 i
1
1
1
\ Vo / s | prvki :
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Vi = {@} Vi | prvki
w |V | prvkia

8. Kardinalni ¢isla

8.1 Kardinalni ¢&isla

Kardinalni ¢&islo (von Neumann)

Kardinal « je ordinalni ¢islo takové, ze pro zadné 3 € k neexistuje bijekce f: k — 5. Kardinalita
je ,nejmensi ordindl se stejnou mohutnosti”.

Kardinalita mnoziny

Pro mnozinu A: |A| je nejmensi ordinal k t.z. existuje bijekce f: A — k. (Ewistence takového r

vyZaduje aziom vybéru.)




1. Kazdé pfirozené ¢islo n € w je kardinélni ¢islo.
2. w je kardinaln{ ¢islo: Ng = w.

3. Kazdy nekone¢ny kardinal je limitni ordinal.

N; je nejmensi nekoneény kardinél vétsi nez Ng.
2% :=|P(k)] (mohutnost poten¢ni mnoziny).
Hypotéza kontinua: 28 = X;.

8.2 Kardinalni aritmetika

Operace s kardinaly

Pro kardinalni ¢isla 6, k:

0+ k:=|({0} x 6 U ({1} x k)|, (disjunktni sjednocenti)
d-k:=|0 x K|

Pokud x > Np: E
> K+K=K [ Rg ] !

> K-K=K [ R } E

> K+ A=k -A=max(k,\) [ R ] E
pro nekonecné x, A. !

9. Nezavislost hypotézy kontinua a limity ZFC

Hypotéza kontinua (CH)

Hypotéza kontinua, kterou v roce 1878 vyslovil Georg Cantor, tvrdi, Ze neexistuje zddna mno-
Zina, jejiz mohutnost by leZela ostfe mezi mohutnosti pfirozenych ¢isel (Rg) a mohutnosti re-
alnych éisel (2%0). Matematicky: 2% = R;. Byla prvnim z 23 Hilbertovych problémit (1900).
Dlouhé desetileti nikdo neumél hypotézu dokazat ani vyvratit. Dnes jiz vime, ze CH je se stan-
dardnimi axiomy ZFC takzvané nezavisla — nelze z nich analyticky odvodit jeji platnost ani
jejl negaci.

Klicovi matematici a jejich role

Role: Zakladatel teorie mnozin. Vyslovil samotnou Hypotézu
kontinua a zavedl znaceni systémem alefii pro nekone¢né kar-
dinaly.

Zajimavost: Cantor po celou dobu obhajoval realnou a ab-
solutni povahu nekone¢na dosti horlivym zpiisobem, dokonce
véil, Ze mu teorii mnozin sdélil primo Biih. Celil drtivému od-
poru tehdejsich matematiki v ¢ele s Leopoldem Kroneckerem
a na sklonku Zivota trpél opakovanymi hlubokymi depresemi.

Georg Cantor
(1845-1918)
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Role: V roce 1940 dokazal, ze pridinim Hypotézy kontinua k
axiomum ZFC nevznikne Zadny spor. K tomu ucelu vymyslel
tzv. tfidu konstruovatelnych mnozin (oznacovanou L). U¢inil
prvni nutny tkon k nezévislosti — prokézal tzn. ,,¢astecnou be-
zespornost CH.

Zajimavost: Svymi vétami o netiplnosti navzdy naboural vizi
axiomatické matematiky. V osobnim Zivoté byl dobrym pfi-
telem A. Einsteina. Pozdgji propadal extrémni paranoie, neu-
stale se domnival, Ze je travovan. Jedl pouze jidlo, které mu
osobné pripravila a ochutnala jeho Zena. Jakmile byla Zena
docasné hospitalizovana v nemocnici, Godel skutecné imyslné
pres veSkerou péci oSetfovatelti vyhladovél k smrti ze samot-
ného strachu.

Kurt Godel
(1906-1978)

Role: V roce 1963 zavrsil boj o CH tim, Ze sestrojil exaktni
diikaz nezavislosti CH. K ZFC pridal platnou negaci CH po-
moci zbrusu nové prelomové metody zvané forcing. Tim bylo
zavrSeno poznani, Ze CH neni ani dokazatelna, ani vyvrati-
telna.

Zajimavost: Za zasadni a neuvéfitelnou metodu forcingu a
vyfeSeni nefeSitelného obdrzel v roce 1966 Fieldsovu medaili
(matematickd obdoba Nobelovy ceny). Az dodnes tak navzdy
drzi statut historicky jediného matematika, jenZ toto ocenéni
TSewnil (Clalnarn kdy ziskal prvoradé za matematickou logiku.

(1934-2007)

Dalsi velkd nezdokazatelna tvrzeni a limity ZFC

Diky Cohenovu vynélezu forcingu se ukazalo obrovské mnozstvi dalsich znamych a fundamen-
talnich problémi jako naprosto nezavislych na ZFC. Objevilo se velké téma: ¢im nahradit ¢i
piipadné obohatit ZFC?

» Martiniv axiom (MA): Vyrok lezici svym duchem kdesi ,,v puli cesty” ke zmitnuti
CH. Tyka se ¢aste¢nych usporadani a spocetnych antfetézcu (Casto se zkoumé ve verzi
MA + —CH). Zajistuje, Ze se mnoziny s ostfe mensi mohutnosti nez kontinuum chovaji
topologicky de facto jako mnoZiny nanejvys spocCetné.

» Diamantovy princip (0): Velmi silny kombinatoricky pfedpoklad postihujici celou
strukturu tzv. stacionarnich mnozin a tvoreni lokalnich protipiikladi (jisty modifikator
N;). Zavedl ho Ronald Jensen, prokazatelné plati v Godelové univerzu L. Diamant mj.
implikuje negaci klasické Suslinovy hypotézy (SH) a implikuje i CH.

» Existence velkych kardinali: Tvrzeni v ZFC nedokazatelna, napt. slabé ¢i silné ne-
pripustné kardinaly, méfitelné ¢i Woodinovy kardinaly. Umoziuji existenci rozmérové tak
obrovskych mnozinovych entit, Ze je vibec nelze rekurznim systémem podlozenym ordi-
naly ze ZFC shromézdit. Tyto nové axiomy maji zédsadni dopad v analyze v rdmci tzv.
projektivnich mnozin a deskriptivni teorie ,,péknych“ podmnozin realné osy.

Dékuji za pozornost
Teorie mnozin — ZFC
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