Kardinalni cisla

Pojem kardinalniho disla

Nyni uved'me definici kardinalniho disla, jak tento pojem definoval John von Neumann.

Definice. Kardinalni cislo nebo kardinal je ordinalni Cislo s takové, ze pro kazdé

ordinalni Cislo 8 € k neexistuje prosta funkce f : k — f.

Véta 1. Kazdé prirozené Cislo n je kardinalni Cislo. Ordinalni Cislo w je kardinalni ¢islo.

Kazdy nekonecny kardinal je limitni ordinalni ¢islo.
Duikaz Véty 1.
1. Kazdé prirozené cislo n je kardinalni ¢islo.

* Pfirozena ¢isla n jsou kone¢né ordindly, n = {0, 1,...,n — 1}. Mame ukazat,
Ze pro B € n (tedy B < n) neexistuje prosta funkce f : n — f.
* Mnozinan ma n prvkl a mnozina 8 ma B prvkd. Protoze 8 < n, podle
Dirichletova principu (pro kone¢né mnoziny) nem(ize existovat prosté zobrazeni
z n-prvkové mnoziny do B-prvkové mnoziny.
* Tedy n je kardinalni Cislo.
2. Ordinalni cislo w je kardinalni cislo.

* Maéme ukéazat, Ze pro kazdé 5 € w (tedy 3 je pfirozené Cislo) neexistuje prosta
funkce f: w — B.
Kdyby naopak existovala prosta funkce f : w — (3, pak by podle dlsledku
Dirichletova principu musela byt mnozZina 8 nekonecna, coz je spor s tim, ze 3 je
prirozené Cislo a tedy je kone¢nou mnozinou.

3. Kazdy nekonecny kardinal je limitni ordinalni cislo.

* Necht k je nekonecny kardinal. Pfedpokladejme sporem, ze x neni limitni

ordinal.

® Pak k musi byt naslednicky ordinal (nemUze byt 0, protoze je nekonecny). Tedy
k =a+ 1= aU{a} pro néaky ordinal .

* ProtozZe k je nekonecny, musi byt i & nekonecny.

® Chceme ukazat, Zze pro nekonecny ordinal a existuje bijekce (a tedy i prosta
funkce) g : @ + 1 — a. Pfipomenme, ze a + 1 = a U {a}.

* ProtozZe a je nekone¢ny ordinal, obsahuje w = {0,1, 2, ...} jako podmnozinu

(dokonce jako pocatecni Usek).

* Zkonstruujeme bijekci g : @« U {a} — a inspirovanou Hilbertovym hotelem:



= Prvek a (ktery je va + 1, ale ne v @) zobrazime na 0 € a.

= Kazdy prvekn € w C o zobrazimenan +1 € a.

= Vechny ostatni prvky 8 € a \ w (tj. ordinély v o, které nejsou pfirozenymi
Cisly) zobrazime na sebe.

* Formalné definujeme g : a U {a} — « takto:

" g(a) =0
" g(n)=n+1lproncw
" g(B)=Bprofcalw

* Ovéfime, Ze g je injektivni:

= Prosta (injektivni): Necht z,y € a U {a} a g(z) = g(y).

o Pokud g(z) = 0, pak z definice g plyne, Ze  musi byt a.. Tedy
rT=y=a.

o Pokud g(z) = k + 1 pro néjaké k € w, pak z definice g plyne, ze =
musi byt k. Tedy z = y = k.

o Pokud g(z) = B pro néjaké 8 € a \ w (tedy B neni pfirozené Cislo a
B # 0), pak z definice g plyne, Zze  musi byt 8. Tedy z = y = .

o Ve vsech pripadech plati x = y, takze g je prosta.

Ukazali jsme, Ze existuje prosta funkce g: o + 1 — a.

Tedy pro nekonecny ordinal « existuje prosta funkce g: Kk — o, kdek = a+ 1

* Protoze a € k, existence prosté funkce g : kK — « je ve sporu s definici
kardinalniho Cisla k (ktera fika, Ze pro zadné B € k nesmi existovat prosta
funkce f : k — D).

Nas predpoklad, Ze k je naslednicky ordinal, byl tedy chybny.

Proto kazdy nekonecny kardinal k musi byt limitni ordinal.

Tim je dikaz dokoncen. B

Pojem kardinality mnoziny

Definice. Je-li A mnoZina, pak symbol | A| znaéi nejmensi ordinalni ¢islo &, pro které
existuje prosta funkce f : A — k. Ordinalni ¢islo | A| nazyvame kardinalnim éislem
(kardinalitou) mnoziny A.

Lemma 1. Necht” A je mnoZzina.

(a) Existuje alespon jedno ordinalni ¢islo a pro nejz existuje prosta funkce f: A — a.
(b) Kardinalita | A| mnoziny A je jednozna¢né uréena.

(©) |A] je kardinalni ¢islo.

(d) Pro kazdé mnoziny A a B plati:



e |A| = |B| pravé tehdy, kdyz
* |A| € |B| pravé tehdy, kdyz

Al=.|B
Al <.|B
Al <. |B|.

, tj. existuje bijekce mezi mnozinami A a B.

e |A| € |B| pravé tehdy, kdyz

Definice. Je-li A nekonec¢na spocetna mnozina, pak kardinalni ¢islo | A| oznac¢ime
symbolem Ny (aleph nula).

Véta 2. Ny = w (nejmensi nekonecné ordinalni Cislo).

Definice. Symbol X; oznacuje kardinalni Cislo, které je nejmensi nekonecné kardinalni
Cislo vétsi nez .

Definice. Je-li k kardinalni &islo, pak 2" je kardinalni ¢islo, které je kardinalitou mnoziny
F={feP(kx{0,1}): f: k — {0,1}}, §j. mnoziny viech funkci zobrazujici k do
{0,1}.Tj.

2% .= | F|.
Véta 3. Pro kazdé kardinalni Cislo k plati:
2% = |P(k)|.

HYPOTEZA kONTINUA.

Kardinalni aritmetika

Definice. Necht' A a k jsou kardinalni ¢isla. Pak kardinalni soucet 6 + x a kardinalni

soucin ¢ - K jsou definovany takto:
d+ k:=|({0} x ) U ({1} x k)|,

d-k:=16 x K|



