Ordinalni cisla: Uvod

Co jsou ordinalni cisla?

Intuitivné si ordinalni ¢isla mGzeme predstavit jako "typy" dobre usporadanych mnozin.

Formalnéji, v Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin (ZF), definujeme ordinalni ¢islo jako

tranzitivni mnozinu, ktera je dobie usporadana relaci nalezeni (€).

* Tranzitivni mnozina: Mnozina A je tranzitivni, pokud kazdy prvek jejiho prvku je

také prvkem A .Tedy, pokud x € y ay € A,pak x € A.

Dobfre usporadana relaci €: Kazda neprazdna podmnozina ordinalu ma nejmensi
prvek vzhledem k relaci €.

Zakladni priklady

® 0: Prazdnd mnozina @ je nejmensi ordinal.

1: Mnozina {@} neboli {0} .

2: Mnozina {@, {0}} neboli {0, 1}.
n: Obecné, konecny ordinal n je mnozina {0, 1, ..., n-1}.

w (omega): Mnozina véech konecnych ordinald {e, 1, 2, ...} .Totoje

nejmensi nekonecny ordinal.

Klicové vlastnosti

1. Kazdy prvek ordinalu je ordinal: Pokud a je ordindla B € a, pak B je také

ordinal.

2. Relace € je striktni usporadani na ordinalech: Pro libovolné ordindly a, B plati

pravé jedna z moznosti:
® a € B (cozzna¢ime a < B)
) o = B

® B € a (cozzna¢ime B < a)

3. Kazda mnozina ordinalu je dobfe uspofadana relaci €.

4. Neexistuje mnozina vsech ordinall (Burali-Fortiho paradox).

Typy ordinalua

Nulovy ordinal: @ = ¢ .

Naslednicky ordinal: Ordinal tvaru a + 1 = a U {a} pro néjaky ordindl a .
Napriklad 1 =0 +1, 2 =1+1, w+1=wU {w}.

Limitni ordinal: Nenulovy ordinal, ktery neni naslednicky. Je to sjednoceni vSech

mensich ordinald. Nejmensim limitnim ordinalem je w . Dalsi pfiklady jsou w + w,



w*w, €.

= Co znamena scitani ordinalii? Soucet a + (3 intuitivné znamena "umistit dobre
usporadanou mnozinu typu (3 za dobre uspofadanou mnozinu typu o".

Formalné se definuje transfinitni rekurzi:

°c a+0=a
o a+ (B+1)=(a+B)+1¢. (a+p)U{a+ B}
o Pokud 4 je limitni ordinal, pak
a+d=sup{la+vy|y<d}=U, s(a+t9)
= Naznak dikazu, pro¢ je w + w limitni:

1. Definice: Podle rekurzivni definice pro limitni ordinal w, plati
wtw=sup{w+n|n<w}Tedyw+w={w,w+1lw+2,...}

2. Neni nula: Zjevné w +w # 0 = ().

3. Neni naslednik: Predpokladejme pro spor, ze w + w = v + 1 pro néjaky
ordinal 7. Naslednicky ordinal v + 1 = v U {~y} ma vzdy nejvétsi prvek,
kterym je . AvSak mnozina w + w = {w,w + 1,w + 2, ... } nema nejvétsi
prvek (pro libovolné w +n € w + w je w + (n + 1) také prvkem a
w+n < w+ (n+ 1)). Proto w 4+ w nem(ize byt naslednicky ordinal.

4. Zavér: JelikoZ w + w neni nula ani naslednicky ordinal, musi byt podle
definice limitnim ordinalem.

Transfinitni indukce a rekurze

Dobré usporadani ordinald umoznuje pouzivat princip transfinitni indukce pro dikazy a

transfinitni rekurzi pro definice funkci na ordinalech.

Ve
Vyznam
Ordinalni cisla jsou fundamentalnim nastrojem v teorii mnozin. Pouzivaji se k:

e Méreni "délky" dobfe uspofadanych mnozin.
e Konstrukci hierarchii mnozin (napf. von Neumannova hierarchie).

* Definovani kardinalnich cisel (jako specialnich ordinald).



