Axiom vyberu (AC - Axiom of Choice)

Axiom vybéru je jednim ze zakladnich axiom0 teorie mnozin, konkrétné v systému

Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin s axiomem vybéru (ZFC).

Znéni axiomu

Neformalné feceno, axiom vybéru tvrdi:

Pro jakoukoliv kolekci neprazdnych mnozin existuje "vybérova funkce",

kterad z kazdé mnoziny v této kolekci vybere pravé jeden prvek.
Formalnéji:

Necht C je kolekce neprazdnych mnozin. Pak existuje funkce
f:C— Ugec S takova, Ze pro kazdou mnozinu S € C plati f(S) € S.

Vyznam a dusledky

* Nekonstruktivni povaha: Axiom zarucuje existenci vybérové funkce, ale nerika, jak ji
zkonstruovat. To je zdroj kontroverzi, zejména pfi praci s nekonecnymi kolekcemi
mnozin.

* Ekvivalentni tvrzeni: Axiom vybéru je ekvivalentni mnoha dalSim ddlezitym
matematickym principiim, jako jsou:

® Princip dobrého usporadani: Kazdou mnozinu Ize dobre usporadat (tj. zavést
na ni usporadani, ve kterém ma kazda neprazdna podmnozina nejmensi prvek).

= Zornovo lemma: Pokud v ¢aste¢né usporddané mnoziné ma kazdy retézec
(linedrné usporaddand podmnozina) horni zavoru, pak mnozina obsahuje alespon
jeden maximalni prvek.

® Pouziti: Axiom vybéru (nebo jeho ekvivalenty) je nezbytny pro dikaz mnoha
klicovych vét v riznych oblastech matematiky, napriklad:

= Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

= Tichonovova véta v topologii.

® Hahn-Banachova véta ve funkcionalni analyze.

= Existence ultrafiltra: Ultrafiltr na mnoziné X je specialni typ kolekce
podmnozin X. Formalné, filtr F na X je ultrafiltr, pokud je maximalni (nelze ho
rozsifit na vétsi filtr) nebo ekvivalentné, pro kazdou podmnozinu A C X plati
bud' A € Fnebo X\ A € F.

Poznamka: Filtrem F na mnoZine X rozumime neprazdnou kolekci podmnozin X, ktera
splnuje nasledujici podminky:

1.0 € F (Filtr neobsahuje prazdnou mnozinu).
2.Pokud A € F a B € F, pak AN B € F (Filtr je uzavieny na konec¢né priniky).



3.Pokud A € FaA C BC X, pak B € F (Filtr je uzavieny nahoru, tj. obsahuje
vsechny nadmnoziny svych prvk( v ramci X).

Shrnuti

Ackoliv muze pulsobit intuitivné (pro konecné kolekce je zfejmy), jeho prijeti pro
nekonecné kolekce méa hluboké a nékdy i neintuitivni ddsledky. Vétsina modernich
matematikd axiom vybéru pfijima jako soucast standardniho ramce ZFC, protoze

umoznuje dokazat mnoho uzite¢nych a dulezitych vysledkd.

Historicka poznamka

Axiom explicitné formuloval Ernst Zermelo v roce 1904, aby dokéazal princip dobrého
usporadani (ze kazdou mnozinu lze dobfe usporadat). Jeho nekonstruktivni povaha a
pouziti pro nekonecné mnoziny vyvolaly od pocatku znaéné debaty a kontroverze mezi

matematiky a logiky. Presto se stal standardni soucasti axiomatické teorie mnozin (ZFC).



