Prirozena cisla

Uvod

Definice. Pro kazdou mnozinu z definujeme tzv. nasledovnika = jako mnozinu:
zt =z U{z}.

Definice.

e 0=0.

e 1=0"=0uU{0} = {0}.

e 2=1"=1U{1} ={0,1}.

e 3=2"=20U{2} ={0,1,2}.
e 4=3"=3U{3}=1{0,1,2,3}.

Dusledkem uvedenych definic dostavame:

e 0ele2ec3cd4ebec---
e 0C1C2C3C4CHC---

Induktivni mnoziny
Pfipomenme si

Axiom nekoneéna. Existuje mnozina A takova, Ze jejim elementem je prazdna mnozina
tj. 0 € A)aprokazdéz € Aplatiz™ € A.

Definice. Mnozina I se nazyva induktivni, jestlize jsou spInény podminky:

1.0 €1,
2.(Va € I)(a™ €1).

Definice. MnozZina n se nazyva pfirozenym cislem, jestlize pro kazdou induktivni

mnozinu I jen € 1.
Poznamky.

1. MnoZina () je pfirozenym ¢islem jak plyne z definice induktivni mnozZiny.
2. Axiom nekonecna tvrdi, Ze existuje aspon jedna induktivni mnozina.
3. Tfida {z : x naleZi do kazdé induktivni mnoZiny } je mnozina v dusledku axiomu

nekonecna.
Definice. Mnozina vsech pfirozenych cisel se bude znacit symbolem w.
Poznamka. Plati tedy n € w < VI([ je induktivni = n € I).

Véta. Mnozina w je induktivni mnozinou a je podmnozina kazdé induktivni mnoziny.

Tudiz Ize fici, Ze mnozZina w je nejmensi induktivni mnoZzinou.



Dtikaz. (a) Ukazme, ze mnoZina w je induktivni. Tedy ukazme, ze

1.0 € w,
2. (Va € w)(a" € w).

Protoze pro kazdou induktivni mnozinu I je ) € I, plyne odsud, ze () € w. Déle
predpokladejme, ze a € w. Potom z definice w plyne, ze pro kazdou induktvni mnozinu I
je a € I. Odtud pro kazdou induktivni mnozinu I plati, 72e a* € I. Tedy a™ € w. Ukéazali
jsme, ze w je induktivni mnozinou. Nakonec zvolme libovolnou induktivni mnozinu I a

ukazme, ze w C I. Je-li z € w, potom nutné = € I. Tedy skutecné platiw C I. [
Dusledek. Je-li I C w induktivni mnozina, potom plati I = w.

Princip matematické indukce. Pfedpokladejme, ze P(n) je logicka formule, kde n je

tzv. volna (nekvantifikovana) proménna. Abychom nyni dokazali tvrzeni
(Vn € w)P(n), (1)

postupujeme podle nasledujiciho schématu. Polozime I = {n € w : P(n)}. Potom je

ziejmé I C w. Pokud nyni dokazeme:

1.0¢e1,
2. (Vnew)(nel=n"el),

potom je mnozina I induktivni a tudiz I = w. To znameng, ze plati tvrzeni (1).
Jako ukazku si dokazme nésledujici tvrzeni:
Véta. Pro kazdé n € w plati bud'n = 0 nebo pro jisté k € wplatin = k™.

Dukaz. Polozme [ = {n € w:n =0 V (Jk € w)(n = k")}. Potom zfejmé 0 € I.
Necht nyni n € I. Z definice mnoziny plyne, Ze pak n = 0 nebo pro jisté k € w je

n = k*. Potom je bud nt = 0" nebon™ = (kT)". V prvnim pfipadé protoze 0 € w, je

tudizn™ = 0" € I. Ve druhém pfipadé jelikoz k € w, jei k™ € w. Tudiz pak

nt = (kT)* € I. Takto jsme dokazali, ze je-lin € I, potom je n™ € I, tj. dokézali jsme
induktivnost mnoziny I. Z principu matematické indukce pak vyplyva dokazované
tvrzeni. [

Definice. MnoZina A se nazyva tranzitivni, jestlize
(Va € A)(a C A),
nebo
Va(a € A= a C A).
tj. kazdy element mnoziny A je téZ jeji podmnozinou.
Tranzitivnost mnoziny A je vlastnost, kterou Ize formulovat také takto:
(Vz)(Vy) (zeye A=z c A).

P¥iklad. (a) Mnozina A = () je tranzitivni mnozinou.



(b) Mnozina A = 1 = {0} je tranzitivni mnozinou.
(c) Mnozina A = {1} neni tranzitivni mnozinou!

Poznamka. Lze se snadno presvéddit, Ze tranzitivnost mnoziny A je ekvivalentni
vlastnosti

JAaca
Véta. Jsou-li A, B mnoziny, potom plati
UnuB) =(J4au(B).

Dukaz. Dokazte sami! [

Reseni.

Abychom dokazali, ze U(A u B) = (UA) u (UB), musime ukazat oboustrannou inkluzi.

1) Nejprve dokazeme, ze U(A u B) € (UA) u (UB):

Necht x € U(A u B). To znamenj, ze existuje mnozina C € (A u B) takova, ze x € C.
Protoze C € (A u B), plati bud' C € A nebo C € B.

e Pokud C € A pakx € Ca C € A, coz znamena x € UA. Proto x € (UA) u (UB).
e Pokud C € B, pak x € Ca C € B, coz znamena x € UB. Proto x € (UA) u (UB).

V obou pripadech je x € (UA) u (UB), tedy U(A u B) < (UA) u (UB).

2) Nyni dokazeme, ze (UA) u (UB) € U(A u B):
Necht x € (UA) U (UB). To znamena, Ze bud x € UA nebo x € UB.

* Pokud x € UA, pak existuje mnozina C € A takova, Ze x € C. Protoze C € A, plati také
Ce (AuB).Protoxe CaC e (A uB), cozznamena x € U(A u B).

® Pokud x € UB, pak existuje mnozina D € B takova, ze x € D. Protoze D € B, plati také
D e (A uB).Protoxe DaD € (A u B), cozznamena x € U(A U B).

V obou pfipadech je x € U(A u B), tedy (UA) U (UB) € U(A u B).

Protoze jsme dokazali obé inkluze, U(A u B) € (UA) u (UB) a (UA) u (UB) € U(A u B), plati
rovnost U(A u B) = (UA) u (UB). [

Véta. Je-li a tranzitivni mnozinou, potom | J(a™*) = a.

Duikaz. Predpokladejme, Ze a je tranzitivni mnozZinou. Potom



U =J@u{a})
= JaulJ{a} podle predchozi véty
= (U a)Ua protoZe U{a} —a

=a protoZe je Ua C a.
Tudiz plati J(a™) = a. O
Véta. Kazdé prirozené Cislo je tranzitivni mnozinou.
Dtikaz. DUkaz provedeme podle principu matematické indukce. Nejdfive polozme
I = {n € w: n je tranzitivni mnoZinou}.

Je ziejmé, ze pak je 0 € I protoze je 0 = (). Necht dale je n € I. Potom je n tranzitivni
mnoZinou. UkaZme, Ze i nasledovnik n™ = n U {n} je trnazitivni mnoZinou. Nyni v
disledku predchozi véty méme | Jnt = n. Dale ziejmé n C n'. Odtud tedy plyne, ze
Unt C n'. To dokazuje tranzitivnost mnoziny n™ (viz pfedchozi poznamka!) Potom
tudiz je n™ € I. To dokazuje tranzitivnost mnoziny I a tvrzeni véty pak plyne z principu
matematické indukce.l]

Samostatné cviceni. Dokazte nasledujici tvrzeni. Zobrazeni o : w — w deinované pro
kazdé n € w predpisem o(n) = n™ je prostym zobrazenim.

Véta. Mnozina vSech pfirozenych cisel w je tranzitivni mnozinou.
Dtikaz. Provadét podrobné nebudeme. V podstaté staci dokazat toto:
(Vn € w)(n Cw).

Polozime I = {n € w: n C w} a dale postupujeme podle schématu uvedeném v
principu matematické indukce. [J

Samostatné cviceni. Dokazte si, ze plati nasledujici tvrzeni:

(Vn € w)(n #n").

Princip rekurze

Véta. Necht' A je mnozina a necht a € A. Dale necht f : A — A je funkce. Potom
existuje jedina funkce h : w — A takova, Ze

1. h(0) = a,
2. h(n™) = f(h(n)), pro véechnan € w.
fikame, Ze funkce h podminkami 1. a 2. definovana rekurentné.

Dukaz. Mame tedy dokazat, ze existuje jedina funkce h : w — A splnujici podminky 1. a
2.

Dikaz si rozdélime do dvou ¢asti: diikaz existence a dlikaz jednoznacnosti.



Existence.
Defujme binarni relaci R C w x A nasledovné:

(n,b) € R praveé tehdy, kdyz existuje kone¢na posloupnost by, b1, . .., b, prvkni z A
takova, ze

° boza’v
* bit1 = f(b;) provsechnai =0,1,...,n — 1.
e b, =0

Nyni dokazme matematickou indukci podle n nasledujici tvrzeni:
(Vn € w)(3b € A)((n,b) € R).

Zakladni krok indukce. Pro n = 0 chceme dokazet, Ze existuje pravé jedna b € A
takova, ze (0,b) € R. To plyne z toho, Ze pro b = a mame by = a. Jednozna¢nost je
zfejma.

Hlavni krok indukce. Predpokladejme, Ze pro néjaké k € w existuje pravé jedno b, € A

takové, ze (k, br) € R. Ukazme, Ze pak existuje pravé jedno byy1 € A takové, ze
(k+1,bg,) € R.

Potfebujeme tedy dokazat existenci konecné posloupnosti by, b1, . . ., bg+1 prvki z A
takové, ze by = a, bi11 = f(b;) provsechnai =0,1,...,k abyy1 = b. Podle
indukéniho predpokladu existuje k + 1 ¢lenna posloupnost by, by, . . . , b, takova, Ze

bo = a, bit1 = f(b;) provéechnai =0,1,...,k —1abg = b. Abg je uréeno
jednoznacné. Pokud nyni polozime b = by, 1 = f(by,), pak (k + 1,b;,1) € R a element
b je jediny element, pro ktery plati (k + 1,bx+1) € R.

Podle principu matematické indukce tedy pro kazdé n € w existuje pravé jeden prvek
b € A takovy, ze (n,b) € R. Tedy relace R je funkce nawa R C w x A. Oznaéme
h=R.

Ovérme, Ze h splnuje podminky 1.a 2.
1. h(0) = a protoze (0, a) € R.

2. Pro kazdé n € w mame h(n™) = f(h(n)) protoze z konstrukce R vyplyva, ze
pokud (n,b) € R, pak (n™, f(b)) € R. Jelikoz h(n) = bah(n™) = f(b), mdme
h(n") = f(h(n)).

Existuje tedy funkce h : w — A splnujici podminky 1. a 2.

Jednoznacnost

Predpokladejme, Ze existuji dvé funkce hi, hy : w — A splnujici:
1. hi(0) = hy(0) = a,

2. hi(n") = f(h1(n)) a ha(n™) = f(h2(n)) pro viechnan € w.



Dokazme matematickou indukci podle n nasledujici tvrzeni:
(Vn € w)(hi(n) = hy(n)).
e Zakladni krok indukce. Pro n = 0 mame h;(0) = hy(0) = a. Tedy h{(0) = hy(0).
* Hlavni krok indukce. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € w plati hi(k) = ha(k).

P¥iklad. Uvazujme funkci f : R — R danou predpisem f(z) =z + d, kded € R je
dana konstanta. Dale necht je dano a € R. Nyni podle principu rekurze existuje jedina
funkce h : w — R takova, ze h(0) = a a pro kazdé n € w je

h(n+1) = h(n™) = f(h(n)) = h(n) + d. Funkce je jak je vidét redlnou posloupnosti,
ktera se nazyva aritmetickou posloupnosti s diferenci d.

Samostatné cviceni. Aplikujte vétu o rekurzi podobnym zplisobem a dokazte existenci

tzv. geometrické posloupnosti s kvocientem gq.

Peanovy axiomy

Italsky matematik Giuseppe Peano ve své knize z roku 1889 publikoval systém axiomu
definujici mnozinu pfirozenych cisel na jejichz zakladé je mozné rozvinout teorii
prirozenych cisel a nasledné zavést dalsi Ciselné mnoziny jako je mnozina celych,

racionalnich a realnych cisel.
Nejdrive presleme nasledujici definici:

Definice. Necht NV je mnozina, S : N — N anecht A C N. Rekneme, e mnozina A4 je
uzaviena vzhledem k funkci S, jestlize pro viechna z € A plati S(z) € A.

Definice usporadané trojice. Méjme dany tfi mnoziny x, y, z. Potom definujeme:
(z,y,2) := ({z,9), 2).

Definice. Usporanou trojici (N, S, e), kde N je mnozina, S : N — N je funkceae € N
nazveme Peanovym systémem, jsou-li spInény nasledujici podminky:

1.e & ran(S).

2. S je prosta funkce.

3. Pro véechna A C N jestlize e € A a mnoZzina A je uzavrena vidi funkci S, pak plati
A=N.

Treti axiom se nazyva axiom matematické indukce.

Pokud budeme uvazovat funkci o : w — w definovanou predpisem: o(n) = n™ pro

vSechna n € w, pak plati nasledujici
Véta. Usporadana trojice (w, o, 0) tvofi PeanGv systém.

Dtikaz. Provedte jako samostatné cviceni. [

Aritmetika na mnoziné w


https://cs.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano

Véta. Necht g: w — wa f: w X w — w jsou dané funkce. Potom existuje jedina funkce
h:w X w — wtakova, Ze pro kazdé m € w plati:

1. h(m,0) = g(m),
2. h(m,n™) = f(h(m,n), m) pro véechnan € w.

Dtikaz. Z predpokladt plyne s ohledem na princip rekurze, Ze pro kazdé m € w existuje
jedina funkce pp, : w — w takova, ze

@) pm(o) = g(m)a
(b) pm(n") = f(pm(n), m), pro véechnan € w.

Takto je definovana funkce q jejiz definicnim oborem je mnozina w a pro nichz plati pro
kazdé m € w, g(m) = pp,. Kone¢né Ize definovat funkci h : w X w — w predpisem:
h(m,n) = g(m)(n) = pm(n) pro kazdé n, m € w. Funkce h nyni spliiuje podminky 1.
a 2. a je urcena jednoznacné. [J

Definice. Necht' A : w X w — w je jednoznacné definovana funkce spliujici podminky:

1. A(m,0) = m,
2. A(m,n*) = A(m,n)*

pro véechna m,n € w. Funkci A pak nazveme souétem. Nasledné budeme definovat
binarni oparaci "+" na mnoziné w vztahem

m+n = A(m,n)
pro vSechnam,n € w.
Okamzitym dlsledkem definice souctu prirozenych Cisel je nasledujici tvrzeni:
Véta. Pro viechna pfirozena cisla m, n plati:
A)m+0=m,
A2)m+nt =(m+n)t.
4

Dusledek. Pro vSechnam € wplatim +1=m™.

Diikaz. Necht m € w. Protoze 1 = 0", dostaneme:

m+1=m+0" (1)
= (m+0)" diky vlastnosti (A2) (2)
=m" diky vlastnosti (A1) (3)

atudizmameem +1=m".0
Priklad. Ukazme, ze 2 + 2 = 4.

Reseni.



2+2=2+1" protoZeplati: 2 =1"
= (2+1)" diky vlastnosti (A2)
)+

= (2
= (3)" protoze 2" =3
4.

OJ
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Definice. Necht M : w X w — w je jednoznacné definovana funkce spliujici vlastnosti:

1M( ,0) =0,
M(m,n") = M(m,n) +m

pro véechna m,n € w. Funkci M pak nazveme soucinem. Nasledné budeme definovat

binarni operaci na mnoziné w vztahem
m-n = M(m,n)
pro vSechnam,n € w.
Véta. Pro viechna pfirozena cisla m, n plati:
MT)ym-0=0,
M2)m-n" =m-n+m.
Dukaz. Je ziejmym disledkem definice soucinu. [
Véta (Asociativni zadkon pro s¢itani). Pro vSechna pfirozena cisla m, n a p plati:
m+ (n+p) = (m+n)+p.

Dtikaz. Dikaz provedme matematickou indukci podle p. Nejdfive zvolme libovolné
prirozena Cisla m, n a polozme

I={pcw:m+(n+p)=(m+n)+p}
(i) Ukazme, ze 0 € 1.

m+ (n+0) =m+n plynez (Al)
= (m+mn)+0 plyne opétz (Al).

Tedy 0 € I.
(i) Pfedpokladejme, ze p € I a ukazme, ze pak pt € I.

m+ (n+pt)=m+ (n+p)" v disledku vlastnosti (A2)
= [m+ (n+p)]" v disledku vlastnosti (A2)
= [(m+n)+p|" nebotpe I
= (m+n)+p" vdisledku vlastnosti (A2).
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Ukézali jsme tedy, Ze m + (n+p") = (m +n) + p* atudiz p™ € I. Dokazali jsme, Ze

I je induktivni podmnozinou mnoziny w a tedy I = w. [



Véta (Komutativni zakon pro scitani). Pro kazdé m,n € w plati
m+n=mn-+m.

Dtikaz. Prechame jako problém pro samostatnou pfipravu.l]

Véta (Distributivni zakon). Pro kazdé m,n,p € w plati
m-(n+p)=m-n+m-p.

Duikaz (naznak). Zvolme libovolné prirozena cisla m a n. Dale poloZzme

I={pcw:m-(n+p)=m-n+m-p}.
Nyni se dokaze, ze mnozina I je induktivni mnozinou odkud plyne I = w. []
Véta (Asociativni zakon pro nasobeni). Pro kazdé m,n,p € w plati
m-(n-p)=(m-n)-p.

Dtikaz. Dkaz provedme matematickou indukci podle p. Nejdfive zvolme libovolné

prirozena Cisla m, n a polozme
I={pcw:m-(n-p)=(m-n)-p}

Ukazme, ze mnozina I je induktivni mnozinou. (i) Ukazme, ze 0 € I.

m-(n-0)=m-0 plynez (M1) (15)
=0 plynez (Ml1) (16)
=(m-n)-0 plynez (M1). (17)

Tedy 0 € I. (i) Pfedpokladejme, ze p € I a ukazme, ze pak p™ € 1.

m-(n-p")=m-(n-p+n) vdisledku vlastnosti (M2) (18)
=m-(n-p)+m-n (19)
=(m-n)-p+m-n nebotpel (20)
= (m-n)-p" v disledku vlastnosti (M2). (21)

Tudiz plati: m - (n-pT) = (m - n) - p™ atedy p* € I. Dokézali jsme, Ze I je induktivni
podmnozinou mnoziny w a tedy I = w. []

Véta (Komutativni zakon pro nasobeni). Pro kazdé m,n € wplatim -n =n - m.
Ditikaz. Prechame jako problém pro samostatnou pripravu.l]

Definice mocniny. Necht E' : w X w — w je je jednoznacné definovana funkce, ktera
pro kazdé m,n € w pfifazuje ¢islo E(m,n) € w takové, ze

Funkci E nazyvdme mocninovou funkci a ¢islo E(m,n) se nazyva mocnina ¢isla m s

exponentem n. Zavedme oznadeni: m™ = E(m,n) pro kazdé m,n € w.

Je mozné dokazat nasledujici vétu.



Véta (Mocnina cisla m s exponentem n). Pro kazdé m,n € w plati:
ENmd =1,

(E2) m" = m" - m.

Usporadani mnoziny w

Definice. Rekneme, Ze pfirozené Cislo m je mensi nez prirozené Cislo n, pravé tehdy,

kdyz m € n.
Tvrzeni. Necht' n je pfirozené ¢islo. Pak

1. jestlize k € n, pak k C n,
2.jestlizea € kak € n,paka € n.
3. jestlize k € w, pak k C w.
4. jestlizea € kak € w, paka € w.

Duikaz. Uvedené vlastnosti plynou z toho, Ze kazdé prirozené cislo n je tranzitivni

mnozinou a mnozina w je téz tranzitivni mnozina.l]
Cviceni. Bez pouziti axiomu regularity dokazte, Ze pro kazdé n € w platin & n.
( Navod. Dlikaz provedte pomoci principu matematické indukce.

1. Definujte mnozinu I = {n € w: n ¢ n}. Cilem je ukazat, ze I = w.

2. Ukazte, 7e 0 € I. (VyuZijte toho, ze 0 = 0.)

3. Predpokladejte, Ze pro néjaké k € w plati k € I (tj. k & k). Dokazte, ze pak také
keI k" &k

4. Pro dlikaz kroku 3 postupujte sporem. Pfedpokladejte, ze k* € k™. Protoze
k* = kU {k}, musi platit bud k" € k nebo k" = k.

5. UkaZte, Ze oba pripady vedou ke sporu s indukénim predpokladem k ¢ k. VyuZijte
faktu, ze pfirozena Cisla jsou tranzitivni mnoziny (tj. pokud x € k, pak z C k).

)
Definice. Pro kazdé m,n € w piSeme m € n pravé tehdy, kdyz m € n nebom = n.
Véta (Trichotomie). Pro kazdé m,n € w plati pravé jedna z nasledujicich podminek:

m € n nebo m = n nebo n € m.

Duikaz. Provadét jej nebudeme.[]

Cviceni. Dokazte, ze pro kazdé m,n € w plati:
men <— mocn.

Cviceni. Piedpokladejme, 7e n, a € w. UkaZte, Ze jestlize n € a, potom n'* € a.

Véta. Usporadana dvojice (w, €) je linedrné usporadana mnozina.



Naznak dikazu. Je tieba ovérit, Ze relace € na mnoziné w je reflexivni, antisymetricka,

tranzitivni a ze plati trichotomie.

1. Reflexivita: Pro kazdé n € w platin = n, tedy n € n.
2. Antisymetrie: Necht m € n an € m. Pokud m # n, pak musi platitm € n a

n € m. To by ale znamenalo m € n an € m. ProtoZe w je tranzitivni a n € w, plati
n C w. Protoze m € n, je i m € w. Protoze m je tranzitivni, zn € m plyne n C m.
Podobné zm € n plynem C n.Pokudm € nan € m, pakm Cnan C m,coz
implikuje m = n. To je spor s predpokladem m = n. Tedy musi platit m = n.
(Alternativné Ize vyuzit n € n a tranzitivitu €).

3. Tranzitivita: Necht k € mam € n.

* Pokud k =mam =n, pakk =n,tedy k € n.
* Pokudk =mam € n,pakk € n, tedy k € n.
* Pokudk € mam =n,pakk € n, tedy k € n.

* Pokud k € m am € n. Protoze n je pfirozené Cislo, je tranzitivni. Tedyzk € m € n
plyne k € n.Tedy k € n.

4. Linearita (Trichotomie): Pro libovolné m,n € w podle Véty o trichotomii plati
pravé jedna z moznosti: m € n (tj. m < n), m =n,nebon € m (t. n < m). To

znamena, ze plati bud'm € n nebon € m.

OJ

Véta (Princip dobrého uspofadani). Necht' A je neprazdna podmnozina mnoziny w.
Pak v mnoziné A existuje nejmensi prvek. To znamena, ze existuje element a € A takovy,
Ze pro kazdé b € A platia € b.

Dukaz. Necht' A je neprazdna podmnozina mnoziny w. Sporem predpokladejme, ze

mnoZina A nema nejmensi prvek. Nyni poloZzme
I={ncw:n € aprokaidéa c A}.
Protoze podle predpokladu v mnoziné A neexistuje nejmensi prvek, je
INA=0. (*)
Ukazme, ze [ je induktivni mnozinou.
(i) Ukazme, ze 0 € I. Za tim Gcelem dokazme:
0 € m prokazdé m € w. (**)

Polozme J = {m € w: 0 € m}. Dokazme nyni, Ze J je induktivni mnoZinou. Je zfejmé,
ze 0 € J. Dale predpokladejme, Ze m € J, tj. 0 € m. Pak je bud'm = 0 nebo 0 € m. V

prvnim pfipadé nebot z definice nasledovnika plynem € m™. Atedy 0 € m™. V

druhém pfipadé je sou¢asné 0 € mam € m*. Tedy 0 € m™. Tudiz v obou piipadech



plati0 € m™. To znamena, ze m™ € J. Tedy J je induktivni mnozinou a tedy J = w.

Dokazali jsme tedy platnost tvrzeni (**).

Z tvrzeni (**) plyne, Ze pro kazdé a € A plati0 € a. To znamend, ze 0 € I.

(i) Nyni pfedpokladejme, Ze pro néjaké n € w plati n € I a ukazme, ze pakn™ € I.
Podle predpokladu tedy palti n € a pro kazdé a € A. Podle vyse uvedeného cviceni pak
pro kazdé a € A platin®™ € a.Tedy n™ € I. Dokazali jsme tedy, Ze I je induktivni

mnozinou. Tedy I = w.

Tedy existuje n € w takové, ze n € A. To je v rozporu s tvrzenim (*). Tedy predpoklad, ze

mnoZina A nema nejmensi prvek, je nepravdivy. [J

Oznaceni. Necht m,n € w. Potom pokud je m mensi nez n, piSeme m < n. Pokud je
m mensi nebo rovno n, piSeme m < n. Tj. pro m,n € w plati:

m<n < mecn,



