Relace a funkce

Usporadana dvojice

Definice (Kazimierz Kuratowski, 1921). Necht z, y jsou dvé mnoziny. Usporadanou
dvojici (z, y) jejiz prvni komponentou je mnozina = a druhou komponentou je

mnoZzina y rozumime mnozinu
(z,y) = {{z}, {z, u}}.
Véta. Necht' u, v, z, y jsou dané mnoziny. Potom
(x,y) = (u,v) Sz =uNy=no.
Dtikaz. Dlkaz provedte jako samostatné cviceni.[]

Lemma. Pro vSechna z € A a pro vSechna y € B plati: (z,y) € P(P(AU B)). Dukaz.
Necht z € A ay € B. Potom zfejmé z definice potenéni mnoziny plyne

{z},{z,y} € P(AU B). Tedy {{z}, {z,y}} € P(AU B). Pak

{{z},{z,y}} € P(P(AU B)). Tedy dokazali jsme, ze pro kazdé z € Aay € Bje
(z,y) € P(P(AU B)). O Definice. Jsou-li A, B dané mnoziny, poto kartézskym

soucinem mnozin A, B budeme rozumét jednoznacné uréenou mnozinu
Ax B={(z,y) € P(P(AUB)) :z € ANy € B}.
Piiklad. Necht A = {2,3} a B = {a, b, ¢, 3} Potom
A x B={(2,a),(2,b),(2,¢),(2,3),(3,a), (3,b),(3,¢),(3,3) }.

Relace

Definice. (Binarni) relaci R rozumime jakouko-li mnozinu, jejimiz elementy jsou
usporadané dvojice. Definice. Necht' A, B jsou dané mnoziny. Binarni relaci mezi
mnozinou A a B se rozumi libovolna podmnozZina R kartézského soucinu A x B, tj.
R C A x B. Definice. Necht' A je mnozina. Mnozina R se nazyva (binarni) relaci na
mnoziné A4, je-li R C A x A.

Lemma. Necht R je binarni relace a necht pro z existuje y tak, ze (z,y) € R. Potom

zeJUR.

Lemma. Necht R je binarni relace a pro y existuje x tak, ze (z,y) € R. Potom

ye UUR

Definice. Pfedpokladejme, ze R je binarni relace.

1. Definiénim oborem relace budeme rozumét mnozinu

dom(R) = {z € | J{JR: y((z,y) € R)}.



2. Oborem hodnot relace R budeme rozumét mnozinu
ran(R) = {y € UUR : Jz((z,y) € R)}.
3. Polem relace R budeme rozumét mnozinu

fld(R) = dom(R) U ran(R).

Funkce

Definice. Rekneme, Ze binarni relace R je jednoznaéna, jestlize pro kazdé = € dom(R)
existuje pravé jedno y takové, 7e (x,y) € R. Ze relace R je jednoznaéna znamena, e z
toho, ze (z,y) € R, (z,z) € R, plyne y = z. Definice. Funkci budeme rozumét binarni
relaci F, ktera je jednozna¢na. To znamena, Ze pro kazdé x € dom(F') existuje pravé
jedno y takové, ze (x,y) € F. Definice. Necht A a B jsou mnoziny a necht F je relace
mezi mnozinami A a B. Rekneme, Ze F je funkce zobrazujici mnozinu A do mnoziny

B apiseme F': A — B, pokud plati:

1.dom(F) = A,
2. F je jednoznacna relace.

Mnozinu dom(F") nazveme defini¢nim oborem funkce F. 3. ran(F') C B.

P¥iklad. Necht A = {a,b,c,d,e} a B = {5,6,7,8,9}. Dale polozme
F = {{a,8),(b,7),(c,9),(d,6), (e,5)}. Potom je F funkce mnoziny A do mnoziny B,
ti. F': A — B. Na druhé strané binarni relace G definovana

G = {(a,8), (b, 7),(c,9),(d; 6), (b,8), (e, 5)}

neni funkci mnoziny A do mnoziny B. To proto, ze (b,7) € G a zaroven (b, 8) € G, ale
7 # 8. Piiklad. Necht A = {a,b,c,d} a B ={1,2,3,4,5}. Uvazujme funkci
F : A — B definovanou vy¢tem prvk(: F = {(a, 3), (b,5), (c,1), (d, 3) }. Potom je

F(a) = 3,F(b) = 5,F(c) = 1, F(d) = 3.

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Potom definujme tfidu vsech funkci mnoziny A do

mnoziny B jako tfidu



BA = {F : F je funkci mnoZziny A do mnoZiny B}.

Cviéeni. Ukazte, 7e tiida B4 je mnozinou!

Operace s funkcemi
Definice. Necht F' a GG jsou funkce.
1. Inverzi funkce F' budeme rozumét binarni relaci
F~'={{v,u) : (u,v) € F}.

Tudiz (y,z) € F! < (2,y) € F < F(x) = y. 2. Je-li A mnozina, potom restrikci

funkce F' na mnozinu A se rozumi funkce
F | A={{u,v):(uv) € FAuc A}

jejiz defini¢nim oborem je mnozina dom(F) N A. 3. Pro libovolnou mnozinu
A C dom(F) definujeme obraz mnoziny A vzhledem k funkci F' jako podmnozinu
mnoziny ran(F') definovanou vztahem

FAl={F(z):zc A} ={y: Jz(x € ANy = F(x))}.

4. Je-li B mnozina, potom definujeme aplny vzor mnoziny B vzhledem k funkci F jako

podmnozinu mnoziny dom(F') danou vztahem
FYB] = {u € dom(F) : F(u) € B}.

5.Jsou-li F'a G dvé funkce, potom definujeme jejich slozeni (kompozici) F' o G jako
mnozinu:

FoG={{u,v): Jt((u,t) € GA(t,v) € F)}.

Jinak feceno, (u,v) € F oG < Ft((u,t) € G A (t,v) € F). Poznamky (a) Je-li F
funkce, potom je obecné vzato inverze F ! binarni relace, ktera nemusi byt funkci.

(b) Je-li F' funkce a A C dom(F), potom F' [ A: A — ran(F).
(c) Jsou-li F'a G dvé funkce, proto jejich kompozice F' o G je téz funkce.

(d) Je-li F: A — B funkce, potom je obor hodnot (range angl.) mnozZina, kterou lze
definovat zapisem

F[Al ={F(z) : ¢ € dom(F)}
nebot F' je jednoznacnou relaci. Véta. Necht' F' a G jsou funkce. Potom plati
(@) F o G je funkce.
(b) dom(F o G) = {z € dom(G) : G(z) € dom(F)}.

(c) Pro viechna z € dom(F o G) mame (F o G)(z) = F(G(z)). Dukaz. Cvi¢eni. ]

Prosté funkce



Definice. Rekneme, 7e funkce F je prostou funkci nebo injeki, jestlize plati
(Vx € dom(F))(Vy € dom(F))[F(z) = F(y) = = = y|.

Definice. Funkce F' : A — B je zobrazeni “na mnozinu B" nebo surjekci, pokud

ran(F) = B. Formalné
(Vy € B)(Fz € A)(F(z) = y).

Definice. Rekneme, 7e zobrazeni F : A — B je bijekci mnoziny A na mnozinu B, je-li

F prostou funkci a zaroven "na mnozinu B".

Vyse zobrazeny diagram znazornuje funkci F': A — B, ktera je surjekci.

Véta. Jsou-li funkce g: A — Ba f: B — C prosté, potom jejich kompozice
(fog): A— C je téz prostou funkci.

Dukaz. Cviceni. U

7 Ve

Relace usporadani

Definice. Binarni relace R na mnoziné A se nazyva antisymetricka, plati-li



(Vz € A)(Vy € A)((zRy NyRz) = = = y).
To znamena, ze pokud soucasné (z,y) € Ra (y,z) € R, potom x = y.
Poznamka. V predchozi definici jsme pouzili zapis Ry jestlize plati (z,y) € R.

Definice. Binarni relace < na mnoziné A se nazyva ¢asteénym uspofadanim mnoziny
A, jsou-li pro vsechna z, y, z € A splnény podminky:

lz<z.

2. Jestlize x, potom x = y.

rTSyay=
3. Jestlizer X yay < z, potomz X z.
Usporadanou dvojici (4, <) pak nazveme éasteéné uspofadanou mnozinou.

Definice. Pfedpokladejme, 7e A je dand mnoZina. Reknmeme, Ze binarni relace < na

mnoziné A je striktnim ¢asteénym usporadanim, jestlize pro vsechna z,y, z € A plati:

1. (Ireflexivita) £ x.
2. (Tranzitivita) Jestlize x < yay < z, potom z < z.

Cviéeni. Predpokladejme, ze < je striktni ¢astecné usporadani na mnoziné A. Potom
definujme binarni relaci < na mnoziné A takto: x < y pravé tehdy, kdyz x < y nebo

x = y. Potom < je Castecné usporadani na mnoziné A.

Cviéeni. Predpokladejme, Ze < je ¢astecné usporadani na mnoziné A. Definujme binarni
relaci < na mnoziné A takto: x < y pravé tehdy, kdyz x < y a zéroven x # y. Potom <

je striktni ¢aste¢né usporadani na mnoziné A.
Priklad. Uvazujme neprazdnou mnozinu F a necht < je binarni relaci na F definovana
takto

VU,Ve F(UsVeUCY).

Potom je relace < ¢aste¢nym usporadanim mnoziny F.

Definice. Pfedpokladejme, Ze < je ¢aste¢nym usporadanim mnoziny A. Relace < se pak

nazve aplnym (linearnim uspofadanim) mnoziny A, jestlize je spInéna podminka
(Ve € A)(Vy € A)(z S yVy < ).

Usporadanou dvojici (A, <) pak nazveme tplné uspofadanou mnozinou.

Piiklad. (R, <) je plné uspofadanou mnozinou.

Definice. Necht (A4, <) je ¢aste¢né uspofadanou mnozinou. Pro z,y € A definujeme
x < y pravé tehdy, kdyZ < y a zaroven x # y. Relaci < na mnoziné A nazveme

striktnim usporadanim odpovidajicim usporadani <.

Poznamka. Je-li (A, <) je Gplné usporadana mnozina, potom odpovidajici striktni

usporadani < spliuje tzv. trichotomii na mnoziné A:



pro kazdé dva elementy x a y mnoziny A plati pravé jedna z nasledujicich podminek:
rT<vY,TrT=Y,Yy <=2

Definice. Necht je (A, <) ¢aste¢né uspofadanou mnozinou a necht S C A,a € Aa
be A

1. Jestlize (Vz € S)(z < b) ab € S, potom element b nazyvame nejvétsim
elementem mnoziny S.
2. Jestlize (Vx € S)(a < x) aa € S, potom element a nazveme nejmensim

elementem mnoziny S.



