Axiomy teorie mnozin

Axiom Extenzionality
Dvé mnoziny jsou si rovny pravé tehdy, kdyz obsahuji stejné prvky:
VAVYB(A= B & Vz(z € A< z € B)).

Formule Vz(x € A < x € B) znamena, ze mnoziny A a B obsahuji stejné prvky.
Priklad: Definujme formalné mnozinu realnych Cisel, ktera jsou reSenim kvadratické
rovnice 2 = 1. (a)

{xeR|z?=1}.
{-1,1}.

Existence prazdné mnoziny

Existuje mnozina, kterd neobsahuje zadny element:

JAVz(z ¢ A).

Schéma axiomu vydéleni

Necht () je logicka formule. Potom pro kazdou mnozinu A existuje mnozina S

obsahujici véechny elementy € A pro néz plati ¢(z) :

VAISVz(z € S & (x € AN p(x))).

Axiom neusporadané dvojice

Pro kazdé dvé mnoziny u a v existuje mnozina, kterd obsahuje pravé u a v jako svoje
elementy:

VuVvdAVz(z € A< (z =uVz =v)).

Axiom sjednoceni

Pro kazdou mnozinu F existuje mnozina U, ktera obsahuje vSechny elementy, které patfi

alespon do jedné z mnozin, které jsou elementem mnoziny F :
VFIUVz(z € U < 3C(x € CAC € F)).
p(z): IC(x e CNC € F)

U={o: o)}



Bez pouziti axiomu sjednoceni nejsme schopni existenci mnoziny A takové, ze
p(z) = z € A. P¥iklad. Predpokladejme, ze F = { A, B}. Potom plati:

JFr=4uB.

Axiom potencni mnoziny

Pro kazdou mnozinu A existuje mnozina P obsahujici jako svoje elementy vSechny

podmnoziny mnoziny A:
VA3PVz(z € P& Vy(y € z = y € A)).
P={z:Vylycxz=yc A}

P je tfida vSech podmnozin mnoziny A. Podle axiomu potencni mnoziny je tato trida

mnozinou!

Axiom nekonecna

Existuje mnozina I, ktera obsahuje prazdnou mnozinu jako svij element a pokud € I,
potom také x U {z} € I

A0 e INVz(x € I = zU{z} € I)).

Schéma axiomu nahrazeni

Necht v(z, y) logicka formule. Pro kazdou mnozinu A plati, ze kdyz pro kazdy element
z € A existuje jedind mnozina y tak, Ze plati ¥(x, y), potom existuje mnozina S, ktera
obsahuje viechny elementy y pro néz existuje € A tak, ze plati ¢(z, y) :

VA((Vz € A)Iyp(z,y) = ISVy(y € S < (Fz € A)Y(z,y))).

Axiom regularity

Kazda neprazdna mnozina A obsahuje element disjunktnis A :

VA(A#£0D = Fz(z € AnzNA=0)).

Definice oznaceni

1.0:={z:z # =z}

2. Ve schématu axiom0 vydéleni zapiS$eme mnozinu S obsahujici pravé ty elementy z
dané mnoziny A pro néz plati p(z) formuli S = {x € A : p(z)}.

3. Mnozinu obsahujici pravé mnoziny u, v v axiomu neusporadané mnoziny oznacime
symbolem {u, v}. Je-li u = v, pak misto {u, v} piseme bud jenom {u} nebo {v}.

4. Mnozinu U v axiomu oznacime symbolem | F.



Cviceni

1. Necht u, v, w jsou mnoziny. Ukazte s pomoci axiomu neusporadané dvojice, ze
existuje mnozina obsahujici jako svoje elementy pravé tyto mnoziny u, v, w, tj.
dokazte existenci mnoziny {u, v, w}.

2. Predpokladejme, ze A a B jsou mnoziny. Dokazte, ze pokud A C B, pak
P(A) C P(B).

3. Necht' A je mnozina. S vyuzitim axiomu neusporadané dvojice dokaZzte existenci
jednoprvkové mnoziny {A}.

4. (*) Necht” A je mnozina. Potom diky axiomu neausporadané dvojice existuje
jednoprvkova mnozina {A}. Uzijte axiom regularity a ukaZzte, ze potom plati
AN{A} = 0. Odsud vyvodte, ze potom plati A ¢ A.

5. UkaZte, Ze zadné dvé z mnozin 0, {0}, {0, {0} } se sobé nerovnaji.

6. (*) S pomoci schématu axiom( vydéleni ukazte, Ze neexistuje mnozina X takova, ze
P(X) C X.

Tvoreni novych mnozin pomoci axiomu

Dusledky prvnich sesti axiomt

Axiom extenzionality
Jsou-li A, B dvé mnoziny, potom definujeme:

ACB& Ve(re A=z € B).
Chceme-li dokazat rovnost A = B, potom mame dvé moznosti:

1. Dokazat,ze A C BA B C A.
2. Dokazat, ze pro vsechna x plati x € A pravé tehdy, kdyz z € B.

Axiom prazdné mnoziny

Tento axiom implikuje existenci mnoziny, ktera neobsahuje zadny element, (). Nyni diky
axiomu extenzionality vime, Ze touto podminkou je prazdna mnozina urcena

jednoznacné.

Schéma axiom{ vydéleni

Je-li A mnoZina a ¢(x) je logicka formule, potom existuje jedina mnozina
S ={z € A:p(zx)}. Odtud jednoduse plyne: S C A. Dale Ize uzitim schématu axiom(
vydéleni dokazat existenci prliniku a rodilu dvou mnozin nebot je

ANB={zcA:z € B}
ANB={zecA:z ¢ B}.



Na druhé strané ze schématu axiom( vydéleni nelze vyvodit existenci sjednoceni A U B.
Véta. Predpokladejme, ze A, B a C jsou mnoziny. Potom plati
AN(BNC)=(ANnB)\C.

Duikaz. Necht' A, B a C jsou dané mnoziny. Dokazme, Ze pak plati uvedena rovnost.

(C)Nechtz € AN (B~ C).Potomz € Aax € B~ C.Odtud pak plyne, ze z € A,
x € Bax ¢ C. Protoze x € A asoucasné x € B, plati: z € AN B. Protoze déle
z ¢ C, plyne z pfedchozich vlasnosti elementu z, ze z € (AN B) \. C.

(2) Necht z € (AN B) ~ C. Potom soucasné plati, 7ze z € (AN B) az ¢ C. Odtud
plyne, Ze soucasné z € A, z € Bax ¢ C. Dale odsud plyne, Ze soucasné platiz € A a
z € B~ C.Potom plati z € AN (B~ C). [ Véta. Neexistuje mnozina A takova, ze

kazda mnozina je jejim elementem.

Dikaz. (Sporem). Necht existuje mnozina A takova, ze Vz(z € A). Ze schématu axiomU

vydéleni pak existuje mnozina
B={rxcA:x ¢z}
Z definice mnoziny B nyni plyne, Ze
BeB& B¢ B.

To je spor. J Jak jsme vidéli, tak pro danou mnozinu A a logickou formuli ¢ () pak
matematicka formule {x € A : p(z)} zastupuje jednoznaéné difinovanou mnozinu S
jejimiz elementy jsou mnoziny  takové, pro néz soucasné plati z € A a ¢(x). Definice.
Je-li p(z) logické formule, potom matematicka formule {z : ¢(z)} zastupuje tzv. t¥idu.
Pokud zapiseme:

C={z: (@)}

potom nazveme proménnou C tfidou. Nyni fekneme, Ze tfida C je mnozinou, pokud

existuje mnozina M takova, ze
Ve(z € M < ¢(x)). (C)

Pokud neexistuje mnozina M splniujici vlastnost (C), fikame, Ze tfida C je vlastni tfidou.
Véta. Necht () logicka formule. Dale necht existuje mnozina A takova, ze pro vsechna
z z p(z) plyne € A. Potom je tfida C = {z : ¢(x)} mnozinou.

Diikaz. Predpokladejme, Ze mnozina A a logicka formule ¢(z) jsou zvoleny a plati
Ve(p(z) =z € A).

V dlsledku axiomu vydéleni existuje mnozina
M={zecA:p(x)}

Pro mnozinu M pak plati (C), tj. tfida C' je mnozinou. Mnozina M je diky axiomu

extenzionality urcena jednoznacné.[]

Axiom neusporadané dvojice



Jsou-li z1, . . ., &, mnoziny, potom formule {z1, ..., z,} zastupuje mnozinu A pro
kterou plati:

Vufue A u=xz1Vu=x2V...Vu=z,).

Existence této mnoziny je dusledkem axiomu neusporadané dvojice.

Axiom sjednoceni

Pro kazdou mnozinu F existuje mnozina U takova, Ze obsahuje pravé ty elementy, které
nalezi alespon do jedné z mnozin, které jsou elementem mnoziny F.
ueU<«& Fv(veFAu€cw).

Ur=u.
Priklad. Necht’
F ={{a,b,c},{e, f},{e,c,d}}.
Pak mame:
UF={ab.cde,f}
P¥iklad. Jestlize A, B jsou mnoziny a F = { A, B}, potom plati
U{A, B} = AU B = {z : z nalezi do mnozZiny A nebo x nalezi do B}

Véta. Necht' F je neprazdna mnozina. Potom existuje jedind mnozina I takova, ze z € I,

pravé tehdy kdyz x nélezi do mnoziny u pro vsechny mnoziny u € F. Poznamka.
I={z:Vu(ue F=zcu)}.

Diikaz. Uvazujme logickou formuli p(z):

Vu(u € F = z € u).
JelikoZ podle predpokladu je F # (), existuje A € F. Nyni

Va(p(z) = x € A).
To znameng, ze plati

I={z:zc Anp(z)}.
Odsud pak plyne existence mnoziny
I={zcA:px)}={zc A:Vu(lue F=zcu)}.

Z axiomu extenzionality pak plyne jednoznacnost mnoziny I. [] Definice priniku. Necht
F je neprazdna mnozina. Mnozinu I jejiz existence je dana predchozi vétou oznacime
symbolem [ F a nazveme prinikem mnoziny F. Poznamka. Pfipomenme, Ze prinik
prazdné mnoziny [ 0 neni definovan. Pfiklad. Necht

F ={{c,e, f},{e, f},{e, f,c,d}}. Potom
ﬂ}' ={e, f}.



ﬂﬂ}":ﬂ{e,f}:eﬂf.

Priklad. Necht 7 = {(—1/n,1/n) : n € N, n # 0}.

(F = {0}

Axiom potencni mnoziny
Axiom potenc¢ni mnoziny tvrdi, ze pro kazdou mnozinu A je tfida:
{u:uC A}

mnozinou. Tuto mnoZinu nazveme potenéni mnozinou mnoziny A a oznacime
symbolem P(A). Poznamenejme, Ze tato mnozina je ur¢ena jednoznaéné diky axiomu

extenzionality. Priklad.
1. P(0) = {0}.
2. P({a}) = {0,{a}}.
3. P({0,a}) = {0,{0},{a},{0,a}}.
Mnozinové operace
Véta (De Marganovy zakony). Je-li A mnozina a F je neprazdna mnozina. Potom plati:
) A~UF=N{A~C:CeF},
b) AN F = U{A~ C: C € F}. Véta (Distributivni zakony).
a) AU(NF)=N{AuC:C e F}proF #0,

by AN (UF)=U{ANC : C € F}. Cvi€eni. Dokazte De Marganovy a distributivni
zakony.



