Otazky MA3

Soubor zkusebnich otazek z analyzy funkci
vice proméennych

1.0 Metrickeé prostory a topologie

1.1 Uvodni kontext

Studium metrickych prostor a zakladnich topologickych pojmu predstavuje nezbytny
teoreticky zaklad pro analyzu funkci vice proménnych. Tyto koncepty poskytuji
presny jazyk a formalni aparat, bez kterého bychom nemohli precizné definovat a
zkoumat kliCové vlastnosti, jako jsou limita a spojitost. Formalizace pojmu
vzdalenosti, okoli bodu a oteviené mnoziny je tedy fundamentalnim vychodiskem, na
némz je postavena cela struktura vicerozmérného diferencialniho a integralniho
poCtu.

1.2 Zakladni definice a vlastnosti

Definice metrického prostoru: Uvedte pfesnou definici metrického prostoru
(M, d) . Definujte zobrazeni metriky d a formulujte tfi axiomy (M1, M2, M3),
které musi splhovat pro vSechny prvky x, v, z € M.

Priklady metrik: Uvedte a popiSte alespori dva konkrétni priklady metrik na
prostoru Rn. Specifikujte metriku d(x, y) = |x - y| pro prostor R a
euklidovskou metriku pro prostor Rn.

Trojuhelnikova nerovnost: DokaZte platnost trojuhelnikové nerovnosti (axiom
M3) pro euklidovskou metriku v prostoru R". V dukazu vyuZijte a formulujte
Cauchy-Schwarzovu nerovnost.

Norma a metrika: Definujte pojem normy na vektorovém prostoru, v€etné tfi
vlastnosti (N1, N2, N3), které musi splfiovat. Nasledné vysvétlete, jakym
zpusobem Ize pomoci normy definovat metriku na tomto prostoru.

Topologické pojmy: Definujte nasledujici topologické pojmy v Rn a pro kazdy z
nich uvedte konkrétni, netrivialni pfiklad v prostoru R% Oteviena koule, oteviena
mnozZzina, uzaviena mnozina, uzaver, vnitfek a hranice mnoziny.



1.3 Zavér a prechod

Zvladnuti téchto abstraktnich topologickych pojmu je klicové, nebot nam poskytu;ji
rigorézni ramec pro precizni popis lokalniho chovani funkci vice proménnych, coz je
ustfednim tématem nasledujici kapitoly.

2.0 Funkce vice proménnych: Limita a spojitost
2.1 Uvodni kontext

Funkce vice proménnych pfifazuji bodliim ve vicerozmérném prostoru realnou
hodnotu a jsou zakladnim nastrojem pro modelovani komplexnich jevu. Pro jejich
hlubSi pochopeni a vizualizaci je zasadni porozumét pojmUim jako definiéni obor,
ktery vymezuje oblast platnosti funkce, a dale graf a vrstevnice, které nam poskytu;ji
geometrickou a intuitivni pfedstavu o chovani funkce v prostoru.

2.2 Zkusebni otazky

Definice a pojmy: Definujte funkci dvou realnych proménnych. Dale vysvétlete,
CO se rozumi jejim pfirozenym (maximalnim) definicnim oborem a oborem
hodnot.

Graf a vrstevnice: Definujte graf funkce dvou proménnych a vrstevnici funkce
pro konstantu k. Vysvétlete, jaky je geometricky vztah mezi grafem funkce a
jejimi vrstevnicemi.

Definice limity: Formulujte pfesnou ("epsilon-delta") definici limity funkce dvou
proménnych f(x, y) vbodé (a, b),kterajerovna L.

Neexistence limity: PopiSte metodu, kterou Ize pouZzit k dikazu neexistence
limity funkce dvou proménnych. Metodu zalozte na pfiblizovani k limitnimu bodu
po rliznych kfivkach (cestach) a ilustrujte ji na pfikladu funkce f(x, y) = (x"2 -
y"2) / (x*2 + y"2) vbodé (0, 0).

Spojitost: Definujte spojitost funkce dvou proménnych v bodé (a, b) ana
mnoziné D . Jaky je vztah mezi spojitosti funkce v daném bodé a existenci jeji
limity v tomto bodé?

Véta o sevreni: Formulujte znéni véty o sevieni (téz véty o dvou policajtech) pro
funkce dvou proménnych. Vysvétlete, jak ji Ize pouzit k dikazu existence a
vypocCtu hodnoty limity.



2.3 Zavér a prechod

Zatimco pojmy limity a spojitosti nam umoznuji kvalitativné popsat lokalni chovani
funkci, dal8im logickym krokem je jeho kvantifikace. Nastroje diferencialniho poctu,
zejména parcialni derivace, nam poskytnou prostfedky k pfesnému méfeni miry a
sméru lokalnich zmén téchto funkci.

3.0 Diferencialni poc€et funkci vice proménnych
3.1 Uvodni kontext

Diferencialni pocet funkci vice proménnych je mocnym nastrojem pro analyzu
lokalnich zmén a chovani téchto funkci. Koncepty jako parcialni derivace, smérova
derivace a gradient pfirozené rozSifuji mySlenku derivace z jedné proménné, ale
zaroven prinaseji nové dimenze analyzy, jako je napfiklad zasadni zavislost miry
zmény na zvoleném sméru.

3.2 Zkusebni otazky

Parcialni derivace: Definujte parcialni derivace funkce dvou proménnych f(x,
y) podle x apodle y vbodé (a, b) pomoci pfislusnych limit. Dale popiste
prakticky postup jejich vypoctu (tj. povazovani druhé proménné za konstantu).
Geometricka interpretace: Vysvétlete geometrickou interpretaci hodnot
parcialnich derivaci fx(a, b) a fy(a, b) . Popiste jejich vztah ke smérnicim
teCen ke kfivkam, které vzniknou jako fezy grafu funkce z = f(x, y) rovinami
y=bax=a.

Parcialni derivace vyssich radu: Definujte parcialni derivace druhého fadu
(fxx, fxy, fyx, fyy ). Formulujte Clairautovu vétu o zaménnosti smiSenych
parcialnich derivaci a specifikujte jeji kliCovy pfedpoklad tykajici se spojitosti
téchto derivaci v okoli daného bodu.

Te€na rovina a linearizace: Na zakladé geometrické interpretace parcialnich
derivaci odvodte rovnici teCné roviny ke grafu funkce z = f(x, y) v bodé (xo,
y0, z0) . Vase odvozeni musi vychazet z faktu, ze teCna rovina je urCena
teCnami k fezm grafu rovinami y = y0 a x = x0 . Nasledné definujte linearni
aproximaci (linearizaci) funkce f v okoli tohoto bodu.

Diferencovatelnost a totalni diferencial: Definujte diferencovatelnost funkce
dvou proménnych v bodé a definujte jeji totalni diferencial dz . Dale objasnéte



vztah mezi diferencovatelnosti, spojitosti a existenci parcialnich derivaci. Uvedte,
ktera vlastnost implikuje kterou, a formulujte vétu, ktera poskytuje postacujici
podminku pro diferencovatelnost zalozenou na spojitosti parcialnich derivaci.
Retézové pravidlo: Formulujte fetézové pravidlo pro derivaci sloZzené funkce pro
nasledujici dva pripady:

Pripadl: z = f(x, y),kde x = g(t), v = h(t).

Pripad ll: z = f(x, y) ,kde x = g(s, t), y = h(s, t).
Smérova derivace a gradient: Definujte smérovou derivaci funkce f v bodé P
ve sméru jednotkového vektoru u . Dale definujte gradient funkce vf a
formulujte vétu, ktera dava smérovou derivaci do souvislosti s gradientem
pomoci skalarniho soucinu (D_u f = Vf - u).
Vlastnosti gradientu: Jaky je vyznam sméru a velikosti vektoru gradientu v+ v
daném bodé? Konkrétné, ve kterém sméru je smérova derivace maximalni a jaka
je v tomto sméru jeji hodnota?

3.3 Zavér a prechod

Nastroje diferencialniho poctu, jako jsou derivace a gradient, jsou kli¢ové pro detailni
analyzu chovani funkci. V nasledujici kapitole tyto nastroje aplikujeme na feSeni
praktickych optimalizaCnich problému, jako je vyhledavani lokalnich a absolutnich
extréma.

4.0 Aplikace diferencialniho poctu
4.1 Uvodni kontext

Diferencialni poCet poskytuje metody, které maiji Siroké praktické uplatnéni. Mezi
polynomu, konkrétné Taylorova polynomu, a systematické vyhledavani lokalnich,
absolutnich a vazanych extrémda. Tyto techniky jsou zakladem pro feSeni
optimalizacnich uloh v mnoha védnich a technickych oborech.

4.2 ZkuSebni otazky

Taylorilv polynom: Uvedte formailni vyjadfeni Taylorova polynomu stupné k
pro funkci n proménnych v bodé x s vyuzitim sumaéniho zapisu. Jako



konkrétni pfiklad rozepiste detailné tvar Taylorova polynomu druhého stupné pro
funkci dvou proménnych.

Lokalni extrémy a kritické body: Definujte lokalni maximum a lokalni minimum
funkce vice proménnych. Dale definujte kriticky (stacionarni) bod a formulujte
nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému v bodé, kde existuji parcialni
derivace.

Klasifikace kritickych bodd: Formulujte postacujici podminku pro klasifikaci
kritickych bodu funkce dvou proménnych (tzv. druhy derivaéni test). Vysvétlete,
jakou roli hraje determinant D = fxx * fyy - (fxy)"2 ahodnota fxx pfi
rozhodovani, zda se jedna o lokalni minimum, lokalni maximum, nebo sedlovy
bod.

Absolutni extrémy: PopiSte kompletni postup pro nalezeni absolutnich
(globalnich) extrému spojité funkce na omezené a uzaviené mnoziné. Uvedte
jednotlivé kroky: nalezeni kritickych bodd uvnitf mnoziny, vy$etfeni extrému na
hranici mnoziny (coZz muze vyZadovat jeji parametrizaci nebo rozdéleni na
jednodussi segmenty) a finalni porovnani nalezenych hodnot.

Vazané extrémy a Lagrangeovy multiplikatory: Vysvétlete princip metody
Lagrangeovych multiplikator pro hledani extréma funkce f(x, y) za
pfitomnosti vazebni podminky g(x, y) = k. Formulujte kliCovou rovnici vf =
AVg a objasnéte jeji geometrickou interpretaci souvisejici s kolinearitou
gradientd v bodé extrému.

4.3 Zaver a prechod

Tato kapitola uzavrela téma diferencialniho poctu a jeho aplikaci v optimalizaci. Nyni
obratime pozornost k procesu inverznimu k derivovani — integraci — ktera nam
umozni fesit problémy, jako je vypocCet objemu téles, obsahu ploch a dalSich
kumulativnich veliCin.

5.0 Dvojny integral
5.1 Uvodni kontext

Dvojny integral pfedstavuje pfirozené zobecnéni urcitého integralu funkce jedné
proménné pro funkce dvou proménnych. Jeho primarni geometricka interpretace je
objem télesa, které je shora ohraniCeno grafem nezaporné funkce a jehoz podstavou



je dana oblast v roviné. Tento koncept je kliCovy pro vypocty v geometrii, fyzice a
inzenyrstvi.

5.2 Zkusebni otazky

Definice dvojného integralu pres obdélnik: Popiste, jak je definovan dvojny
integral funkce f(x, y) pFes obdélnikovou oblast R pomoci Riemannova
integralniho souctu. Vysvétlete pojmy: déleni obdélniku na dilCi obdélniky,
vyznacné body a limitni proces, ke kterému soucty sméfuji.

Fubiniho véta: Formulujte Fubiniho vétu pro spojitou funkci na obdélnikové
oblasti. Vysvétlete, jak tato véta umozruje vypocet dvojného integralu pomoci
dvou po sobé jdoucich (dvojnasobnych) integraci a pro€ na poradi integrace
nezalezi.

Geometricka interpretace Fubiniho véty: Vysvétlete geometrickou interpretaci
Fubiniho véty pro nezapornou funkci. Popiste, jak vypocCet dvojnasobného
integralu odpovida vypoctu objemu télesa postupnou integraci obsahu jeho
ploSnych Fezl (metoda "krajeni").

Integrace pres obecné oblasti: Definujte oblastitypul(a = x = b, gl(x) sy
< g2(x) )aoblastitypull (¢ s y = d, h1i(y) s x = h2(y) ). Uvedte, jak se
pomoci Fubiniho véty formuluji dvojnasobné integraly pro vypocet dvojného
integralu pres tyto typy oblasti.

Vlastnosti dvojného integralu: Formulujte zakladni vlastnosti dvojného
integralu: linearitu (soucet funkci a nasobek konstantou), aditivitu vzhledem k
integracni oblasti (pro oblasti D = D1 u D2 ) a monotonii (pro £ = g ). Dale
vysvétlete, jak I1ze pomoci dvojného integralu vypocitat obsah rovinné oblasti D .



