Funkcni rady

Pojem funk¢ni rady
Je-li

fi(z), fo(x),..., ful2),...

posloupnost redlnych funkci definovanych na intervalu I. Pak nekonecnou funkéni radou

rozumime symbol

an(w) = fi(z) + fo(@) + ...+ fulz) + ...

Obor konvergence

Mnozina Cisel z € I pro néz odpovidajici ¢iselna fada funkcnich hodnot konverguje tvori

tzv. konvergenéni obor.

Pfiklady
Urceme konvergencni obor funkénich fad:
a)> - am L.

by Y0 (-1t g

9] fozl TTT:

d) > (—1)n+t - 10" - 2.

&) D ot -

Reseni a)

a) Jedna se o geometrickou radu s kvocientem g = x. Vime, Ze geom. fada konverguje,
pravé kdyz plati |g| < 1. To znamena, Ze nase fada konverguje pravé kdyz |z| < 1, tedy
kdyzjez € (—1,1).

Reseni b)

Vysetfeme abs. konvergenci:

QApt1 . (7’L+1) -z
| = lim|[— 2~

n n - mn—l n n n n

lim |
n n



Odtud plyne, Ze fada abs. konverguije, jestlize |z| < 1.

V pfipadé, kdy plati |z| > 1 fada diverguje nebot neni spinéna nutna podminka

konvergence.

Reseni c)
ooz
C) Zn:l F .

Opét pouzijeme podilové kritérium pro zkoumani abs. konvergence:

xn+1
a +1)! 1
L= 1im |20 —tim | 22 ) lim —— — J2[-0 = 0.
n a, n x n n—l—l

n!

Limita L < 1 a neni zavisla na x. Proto rada konverguje pro kazdé .

Reseni d)
PO ) K (VP

n=1

Uzijme tzv. odmocninné kritérium:

L =lim /10" - |z|* = 10 - |x].

Ly

L<l < -,
< €10 1o

Pro x ¢ (—%, 1—10) fada diverguje.

Reseni e)

n

Do

Uzijeme odmocninné kritérium:

- 1
L = lim ¢, = |z| - lim {/ — = |z|.
n n n\ on

Zde byla pouZzita vzorova limita: lim,, {/n = 1.

Rada tedy abs. konverguije, je-li z € (—1,1). Zkoumejme jeté konevergenci pro
= +1.

Necht z = —1:

S =D

n=1 n=1

V dlsledku Leibnizova kritéria pak tato (altnernujici) fada konverguje.



Nechtz =1 :

SID © 1
j{:';;'zzjz:;;3:'+oo.

n=1 n=1

Tedy oborem konvergence je polouzavieny interval: (—1,1).

Stejnomérna konvergence funkcnich rad

Funkéni fada ) | f,, () konverguje na intervalu I stejnomérné k funkci S(x), jestlize ke
kazdému € > 0 existuje takové N. € N, Ze pro vsechna x € I a pro vsechnan > N
plati

|S(z) — sn(z)| < e.

Zde provsechnaxz € I, n € N je

sp(z) = zn:fn(w).
k=1

Rekneme, ze fada > | fu(z) na intervalu I bodové konveguije k funkei S(z), jestlize
pro kazdé x € I a pro kazdé € > 0 existuje N, , € N tak, ze pro kazde n > N, ,

|S(z) — sn(z)| < e.

P¥iklad. Na intervalu I = (0, 1) zkoumejme konvergenci fady:

o0
g z".

n=1

Reseni. Nejdfive vysetfeme tzv. bodovou konvergenci. Pro € I mame

oo
Zx": 1:1: , prolz| <1.
n=1 -7

Zde je S(z) = 7= . A aby dana fada bodové konvergovala k S(z), musi platit:

Veel Ve>0 3IN.,eN: |S(z)—su(z)]<e, pron> N.,.

Kde plati:

Tedy musi platit:

|1—m_ o | <&, pron> N,.



Po zjednoduseni dostaneme:

mn+1
1—=x

<e, pron > Ngg.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definice funkce
def f(x, n):
return (x**(n+1)) / (1-x)

# Vytvorenti vice grafu pro rizné pohledy
fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(1l, 2, figsize=(15, 6))

# Generovdni hodnot x (vyhneme se presné x=1, kde funkce neni definovdna)
X = np.linspace(0, 0.99, 1000)

# RuUzné hodnoty n pro vykreslent
n_values = [0, 1, 2, 3, 5, 190]
colors = ['blue', 'red', 'green', 'purple', 'orange', 'brown']

# Graf 1: Linedrni méritko
for i, n in enumerate(n_values):
y = f(x, n)
axl.plot(x, y, label=f'n = {n}', color=colors[i])

axl.set_xlim(@, 1)

axl.set_ylim(@, 20) # Omezime maximdlni hodnotu y pro citelnost
axl.set_xlabel('x")

axl.set_ylabel('f(x)")

axl.set_title('Linearni méritko")

axl.legend()

axl.grid(True)

axl.axvline(x=1, color="r', linestyle='--', alpha=0.3, label='x=1 (asymptota)")

# Graf 2: Logaritmické méritko pro lepsi zobrazeni chovdni blizko x=1
for i, n in enumerate(n_values):
y = f(x, n)
# Vyhneme se hodnotdm, kde je y presné nulové (pro x=0)
valid_indices =y > 1le-10
ax2.semilogy(x[valid_indices], y[valid_indices], label=f'n = {n}', color=col

ax2.set_xlim(e, 1)

ax2.set_xlabel('x")

ax2.set_ylabel('f(x) - logaritmické méritko")
ax2.set_title('Logaritmické méritko")

ax2.legend()

ax2.grid(True)

ax2.axvline(x=1, color="r', linestyle='--', alpha=90.3)

# Hlavni nadpis

plt.suptitle('Funkce $f(x) = \\frac{x*{n+1}}{1-x}$ na intervalu $[0, 1)$', fonts
plt.tight_layout()

plt.show()

# Detailnil pohled na chovani funkce pobliz nuly
plt.figure(figsize=(10, 6))



X
=
2
E

x_detail = np.linspace(9, 0.5, 1000)
for i, n in enumerate(n_values):
y = f(x_detail, n)
plt.plot(x_detail, y, label=f'n =

plt.xlim(@, ©.5)

# Detailni pohled na interval [0, ©6.5]

{n}"', color=colors[i])

plt.ylim(@, ©.5) # Omezime maximdlni hodnotu y pro lLepsi detail

plt.xlabel('x")
plt.ylabel('f(x)")

plt.title('Detail chovani funkce $f(x) = \\frac{x*{n+1}}{1-x}$ pobliz x=0")

plt.legend()
plt.grid(True)
plt.show()
Funkce f(x) =’1‘"f; na intervalu [0, 1)
Lineadrni méfitko Logaritmické méfitko
— n=0
— n=1
1754+ — n=2
— n=3
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Detail chovani funkce fix) = ’l‘n_x pobliz x=0
0.5

fix)

Weierstrassovo kritérium

0.4 0.5

Véta. Funkénifada Y, fn(z) je na intervalu I stejnomérné konvergentni, existuje-li k ni

tzv. majorantni konvergentni ciselna fada 220:1 an, splnujici na intervalu I pro kazdé

n € N nerovnost



|[fn(2)] < an.

Pfiklady
Vysetfeme stejnomérnou konvergenci nasledujicich fad:

oo sinnz
) g

o0 COS T
b) > o
) 37 | arctan %
Reseni a)

sinnz
)
n2

Cleny funkéni fady jsou funkce f,(z) = které jsou definovany na intervalu

I = (—o0,0). Déle plati:

sin nx

| <

1
b
n? n2

pro kazdé z € I a pro kazdé n € N. Pouzijme nyni W. kritérium s konvergentni
majorantou » % Podle W. kritéria fada stejnomérné konverguje na intervalu 1.
Reseni b)

oo cos nx
b) anl ene *

Zvolme libovolné a > 0 a dokazme, ze pro kazdé n € N a pro kazdé z € (a, ),

COS NT 1
‘ ‘ < .
eTLl‘ - edTL
cosnx 1 1
< < , T > a.
e’I’LSB e’n.’E e’l’La

Nyni vySetfeme konvergenci majorantni fady Zzo:l e% Pouzijeme podilové limitni

kritérium:

a 1 1
n+1 | _ 117ILII|

e(ntl)a / ena = es’

L = lim |

n n

Odtud zfejmé L < 1. Majorantni fada je tedy konvergentni fadou a z W. kritéria vyplyva
stejnomérna konvergence dané fady na kazdém intervalu (a, +o0), kde a > 0.

Reseni c)

00 2z
c) >, arctan —==.

Funkce arctan % jsou zfejmé liché hladké funkce na intervalu I = (—o0, 0c0). Déle

jsou tyto funkce na intervalu I omezené. Dale pro kazdé n € N je



Tedy pro kazdé n je mozné uréit absolutni maximum/minimum funkce f,,(x) na intervalu
I. ur¢eme za tim Ucelem nulové body prvni derivace:

ond — 222

(22 4+ n3)2 + 422

fu(z) =

PoloZime-li prvni derivaci rovnu nule, povede na to na rovnici:
2
2n® — 227 = 0.

NUlové body prvni derivace jsou body: x = £mn/n. Lokalni maximum nastane pro
x = n4/n. Tedy maximum je rovno:

2ny/n NG

¢(n) = falny/n) = arctan(m) = arctan(F).

Plati tedy pro kazdén € N,z € R:

2z n n 1
arctan ——— | < arctan( \/_) < vn = .
z? +nd n? n n3/?

Posledni nerovnost plyne z nerovnosti:
|arctanz| < |z|, = € R.

Majorantni fadou mGze byt tedy konvergentni fada > - L

n=1 57" O konvergenci posledni

fady se Ize presvédcit pomoci integralniho kritéria.

Mocninné rady

Nejdulezitéjsim prikladem funkéni fady je tzv. mocninna (potencni) fada tvaru:

ch-(m—a)”:co+c1(w—a)+c2(m—a)2+... (*)

n=0

Obor konvergence mocninné fady urcujeme obecné jako u funkénich fad. Uziva se tzv.
polomér konvergence.

Polomér konvergence Ize urcit pomoci vzorce:

. C’l’l
R =1lim
no| Cpt1
Nebo
1
R =1lim

n n/|cn|’

jestlize uvedené limity existuji. Pokud obé limity existuji, potom jsou si tyto limity rovny.



Je-li R polomér konvergence mocninné fady (*), potom otevieny interval
(a — R,a+ R)

nazveme konvergencnim intervalem.

Priklady

Urceme obor konvergence mocninnych rad:
(z+1)"

a) Yot

00 lon n
b)Y, v;'

9, (e — 4y

Reseni a)

(z+1)"
a) Zn 0 g1
1
[ ?, n e N
(i) (Polomér konvergence):
1 1 4" . (n+1
R = lim = lim : zlim¥ =
"ol Cntt " lnogamt (n+1)-47 )

Konvergencni interval je interval I = (a — R,a+ R) = (-1 —4,—1+4) = (-5, 3).

Nyni vysetfeme konvergenci v koncovych bodech konvergencniho intervalu.

T = -5
— (z+1)" — (=5 +1)"
Z n—1 |w_75 :Z n—1 -
n=0 In/'4 n=0 n'4
= ()& 1
= = 4.(—-1)". —
D P T R

Posledni rada je alternujici konvergentni fada.
=3

:c—i—l

=
Zn'n1|x3_z_



Tato rfada je divergentni fadou. Oborem konvergence vychozi fady je tedy interval:
(—5,3).

Reseni b)

oy,

10"

Zdec, = N Potom
. Cn . 10" 10-10" o1 n+1
R =lim = lim : = lim — = 1/10.
n ‘cn+1’ " [\/ﬁ Vn+1 w10V n /
Konvergencni interval je (—%, 1—10) Daéle fada konverguje pro = —1—10 a diverguje pro

1

r = Ta.

import scipy.integrate as integrate
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definice funkce
def integrand(x):
return np.exp(-x**2)
# Vypocet integrdlu
result, error = integrate.quad(integrand, 1, 10)

result, error

(0.13940279264033098, 3.928467470000696e-15)
Reseni ¢)

00 3" B n
C) Zn:(] n+1 (m 4)

Opét pouzijme podilové kritérium:

Cn

R = lim |

n - Cp+tl
3 3.3
n+1 n+2

lim
n

} =1/3.
Nyni ur¢ime koncové body konvergencniho intervalu:
a—R=4-1/3=11/3, a+ R=4+1/3=13/3.
Konvergencnim intervalem je interval
(11/3,13/3).
Nyni vySetfeme konvergenci v koncovych bodech konv. intervalu.

i) x = 11/3 : dosazenim obdrzime ciselnou fadu:



Tato fada je konvergentni jak plyne z Leibnizova kritéria.

i)x=13/3:
’m 13/3 — (13/3_4)n =
nz_%n+1 / ;n—k
o0 3n o0
1 3
nz_on—i—l /3) nz_on

Tedy obor konvergence je polozavieny interval (11/3,13/3).
Reseni d)

d) 320l r- Zde

Nyni vypocitejme polomér konvergence:

n 1 1
R =1 = li :
no%o |y | moroo {(271)! (2(n+1))!]
1 1 2n +2)(2n + 1)(2n
= lim [ : } = lim ( i )(2n) = lim (2n +2)(2n + 1
n=oo | (2n)! (2n+ 2)! n—00 (2n)! n—y
<{ D 4

Konvergencni interval je tedy interval (—oo, +00). Odtud zaroveri plyne, Ze obor
konvergence je interval (—oo, +00).

Vlastnosti mocninnych rad

Necht ma mocninnéa fada ) ¢, - " polomér konvergence R > 0. Pak plati nasledujici:
i) Soucet S(x) = Y cn - 2" je na konvergencnim intervalu spojitou funkci.

ii) Mocninna fada konverguje stejnomérné k funkci S(z) na kazdém uzavieném intervalu

(a,b) C (R, R).

iii) Mocninna fada mize byt derivovana nebo integrovana ¢len po clenu libovolnékrat v
kazdém uzavieném intervalu (a, b) C (—R, R). Rady vzniklé derivovanim nebo

integrovanim dané mocninné fady maji s ni spolecny polomér konvergence.



iv) Je-lio(z) = > ((cnz™)" soucet fady vzniklé derivovanim mocninné fady ¢len po

¢lenu, pak plati:

Je-lio(z) = 37 [ eaxda soucet fady vzniklé integrovvanim mocninné fady ¢len po

clenu, pak plati:

o(z) = /S(m)dm +C,
kde C uré¢ime dosazenim z = 0 do posledni rovnosti.
Pfiklady
U nésledujicich mocninnych fad uréeme obor konvergence a soucet rady:
a) > %ﬂ
by > n-am
Redeni a)
a) > %ﬂ
i) (polomér konvergence)

R =lim

n

Cn+1

Tedy konvergencnim intervalem je interval: (—1,1).

ii) (Konvergence v koncovych bodech konv. intervalu):

00 :I?n 00 1 n
Dt e = 2 (CL

Tato rfada konverguje diky Leibnizové kritériu.
rz=1
n
ZZ; %“”:1 - ZZ; % = Foo.
Tedy obor konvergence je roven intervalu (—1, 1).

iii) (Soucet rady): DAna rada vznikla integrovanim rady

Zoo 2" l=14z+22+23+...= .
n=1 1—=2x

oo "
n=1 n"

U(w):ZT-l/mn1dm:/1iwdm:—ln(l—m)+c.

Oznacime-li nynio(z) = > Potom plati:




Konstantu C' ur¢ime dosazenim & = 0 do predchoziho vztahu:

0=0(0)=-In(1-0)+C = C=0.

Reseni b)
b)Y 7 n-az"

i) (Polomér konvergence):

R =1lim

n

Cn+1
ii) (Konvergence v koncovych bodech konv. intervalu):
z=-1
Zzo:l N 2:;1 n- (=) =
fada diverguje.
x=1

(o) n—1 o
E n-x |.’E:1 — E n —
n=1 n=1

fada diverguje. Tedy obor konvergence je roven otevienému intervalu
(—1,1).

iii) (Soucet rady): Vychozi fada vznikla derivovanim mocninné fady (jedna se o

geometrickou fadu s kvocientem g = x a kde prvni ¢len fady je roven x.) Tedy Plati:

o0 n__ i
S(a:)zznzlm =1

Taylorovy a MaclLaurinovy rady

Pfedpokladejme, Ze funkce f : (a — d,a + 0) — R ma v bodé a derivace viech Fadu.
Potom mocninnou fadu

(g
s S

n=0  n!

nazveme Taylorovym rozvojem funkce f v bodé x = a. V pripadé, kdy je a = 0,
hovorime o tzv. MacLaurivové rozvoji funkce f.

TaylorGv rozvoj funkce f v bodé £ = a je mocninnou fadou se stredem v bodé = = a.

Zbytek v Taylorové rozvoji



*®)(q
Funkci R, (z) = f(z) — Y1, fn—'() - (z — a)* nazveme zbytkem v Taylorové rozvoji.

ZdeneN, z € (a—6d,a+9).
Nutna a postacujici podminka k tomu, aby Taylorova fada konvergovala a jeji soucet byl
roven f(x) je

lim R,(z) = 0.

Zbytek R, (x) |ze vyjadfit v tzv. Lagrangeové tvaru u T. rozvoje v bodé z = a takto

_ f(n+1)(§) n+1 _
R,(z) = m (z—a)"", kde{=a+60-(z—a), 6 (0,1).

Ma-li funkce f v bodé a derivace vsech radi a existuje-li & > 0 tak, Zze pro kazdé
z € (a — d,a + 0) plati:

(g
fa) =3, 0 oy

pak fikame, ze funkce f je v bodé z = a analyticka.

Véta (Postacujici podminka analyti¢énosti). Necht' ma funkce f v bodé a derivace vsech
radll a necht pro K > 0 je na jistém okoli bodu a pro véechna n € N splnéna podminka

[f"(2)] < K.

Potom je funkce f analyicka v bodé xz = a.
konec 23.4.24

Priklady a)

a) Najdéme MacLaurin(iv rozvoj funkce cos x a ukazme, Ze funkce cos z je v bodé = 0

analytickou funkci.

Reseni a)
Pocitejme postupné ferivace v bodé z = 0.

* f(0) = cos(0) = 1,

e f'(0) = cos’(0) = —sin(0) = 0,

e £"(0) = —sin'(0) = — cos(0) = —1,
« /7(0) = sin(0) = 0,

e f®(0) = sin'(0) = cos(0) =1,

Dosazenim do obecného tvaru Maclaurinova rozvoje dostdvame mocninnou fadu:



Ry I L T
—_— w _x —_— w _— w DEEEY .
1! 2! 3! Al (2n)!

Déle pro kazdé = € R plati:

|FM ()] < 1.

Tedy funkce f(z) = cos(z) je analyticka v bodé x = 0. Lze tedy na okoli nuly psat:

e n 1 n
cos(z) =1+ anl(—l) . )l -z,

Priklady b)

a) Samostatné nyni ukazte, ze
: 0 n—1 1 2n—1
sinx = E (- —z .

n=1 2n—1)

Reseni b)

MacLaurindv rozvoj funkce sin x |ze s vyhodou obdrzet integrovanim rozvoje funkce

COos .
0 1, 0 1 (—1)"
COSJ;:1+_.x+_w2+_.a‘;3+_.m4+...+ .a‘;2n+
1! o1 31 1l (2n)!
1 2 1 2 1z’
smr=—=o¢— —+-—+ —+ — — — - — +
21 3 4! 5 6! 7
00 1 m3 5 $‘7
sinx = —1)»! .m2n_1_w__+___+
E:”=J ) (2n —1)! 31 5T

Priklady c)
Ovérme nasledujici rozvoj funkce y = e”.
N B .
e = —|—1!+2! + 3l +...—|—n! +..., zeR.
Reseni c)
e f(0)=¢€"=1,
e £(0)=¢€" =1,

. fO0) = =1,

Odtud plyne tvar MaclLaurinova rozvoje:



4

2 .’E3 "

o x" T T
o =l b —
n=0 p! 1 2! 3! n!

Jedna se o mocninnou faduy, jejiz polomér konvergence je R = oco. Déle necht § > 0 je
libovolné pevné zvoleno. Pak plati pro kazdé = € (—46,9) :

f"(z)| =€ <€’ =K.

To dokazuje, Ze exponenciala je v bodé & = 0 analytickou funkci a plati vyse uvedeny
vzorec (*).

#it##H# Zde je hlaviCRa #HHHHHHHHHHHHHHH

from math import *

import sympy as sym

from sympy.plotting import plot3d

from IPython.display import Math, display, Latex
import numpy as np

# sym.init_printing()
HEHBHBAHHHBHBAB AR A AR B AR AR AR AR AR A B AR AR

from sympy.abc import x
sym.sqrt(1 / 1-x**2).series(n=15)

1.0 — 0.522 — 0.1252* — 0.06252° — 0.03906252% — 0.027343752'° — 0.02050781252*

Véta. Predpokladejme, ze funkce f je rovna souc¢tu mocninné fady v bodé = = a, tj., Ze
pro R > 0 je

f(z) = ZZO:O ¢y (x—a)", prokazdéz € (a — R,a + R).

Potom pro koeficienty ¢, plati:

£ (a)

Cp = ———.

n!

Nyni shrneme Tylorovy rozvoje nékterych dilezitych elementarnich funkci.

>



1 > n ) 3
1_m:;w =l4+z+z"+2z"+..., R=1,
o0 :En 2 x3
L — =1 — R , R = ,
;n, tot ot 0
°° m2n+1 $3 $5 27
ST — —1)" = — — 4+ — — — + R =00
;( ) (2n 4 1)! 3! 5! 7! ’ ’
0 mZn m2 $4 $6
cosz =y (~1)" —1- T R=o,
;)( ) (2n)! ! ] !
> " e 2 ozt
In(1 = )t = - S - = 4 R=1,
n(l+ z) ;( ) e R e
> ala—1 ala—1)(a—2
(1—|—m)a:Z(a>-m”:1+aw+—( )m2+ ( )( )m3+. , R =
n=0 n 2! 3!
00 p2n+l o B S
arctanz = —-1)"- —p - R=1
;( ) 2n+1 3 5 7 ’

Priklady

P¥iklad (a). Najdéme MaclaurGv rozvoj funkce f(z) = z cosz

Reseni a)
2n+1

:ccos:c:xZ(— —Z 0 , Ve € R.
n=0 "= n)
Pfiklad (b). Najdéme Maclaurdv rozvoj funkce f(z) = In(1 + 3z2).
Reseni b)
0 3m2)" ,  9z' 2725 8148
In(1+ 32%) =) (-1 =30 - — ko

n=1

Z predchozi tabulky vime, Ze MaclaurQv rozvoj funkce In(1 + z) je roven

Zde je polomér konvergence roven R = 1. Tedy v naSem pfipadé musi platit [3z%| < 1
4. |z| < 1/4/3.
Priklad (c). Urcete funkci, jejiz Maclaurinliv rozvoj je roven

>(-)

n=0

2"”




Reseni ¢)

Upravme mirné danou mocninnou radu:
277, n 0 (—2%)”

o
> (-1 =, =e .
n!

n=0 n=0

Priklad (d). Najdéme soucet rady:

Reseni d)
Pomoci sumacniho symbolu Ize danou fadu zapsat jako

>

n=1

Nyni Ize prepsat tuto radu do tvaru

Z(_l)n n- 2” Z

n=1 n=1

—~
| =
N—r

3

Z predchozi tabulky rozvoju plyne, Ze Maclaurdv rozvoj funkce In(1 + z) je roven

T
In(1 =r—— 4+ ———4+....
n(l+z)== 5 T 3 Y
Tedy pro z = 1/2 plati
1 1 1 1
In(1+1/2) =In(3/2) = = — + - T
2 22.2 3.2° 4.9¢

Priklad (e). Najdéme neurcity integral

Reseni e)

Nejdfive najdéme Maclaurdv rozvoj funkce e . Vyjdéme z Maclaurinova rozvoje funkce
e’ :
> " z2 3
=) —=l+z+—+—+.
“—~ n! 20 3!

2

Nyni dosadme —z* za x do vySe uvedeného rozvoje:



S SN GLDANE o IIE S S A
e =) -~ => (-1) i Sk ARyl T RER
Nyni mdzeme integrovat clen po ¢lenu:

4 6 3 5 7

2 X i xr xXr xXr
“dz = 1-22+——-" 4. . |Jde=C+o2— — 4+ " - — 4

/e * /< * ! v v 3 5.21 7-3!

o1 3l
4 >
Tedy
3 5 7 2n+1
2 X X T
e =Ctz— o — =C S —
/e S S T T +§: "Gntm

Tato mocninna rada konverguje pro vSsechna « € R protoze polomér konvergence je
R = oo0. ]

Priklad (f). Vypocitejte pfiblizné hodnotu urcitého integralu
1 2
/ e “dx.
0

Reseni f)
Predchozi priklad ndam poskytl Maclaurdv rozvoj primivni funkce k funkci e . Tedy
1

/1 ey ac3+ z° z’ i 1 1+ 1 1 n
e r=|x— — — el =14 —— - ——
0 3 52! 7-3! 0 3 5-2! 7-3!

Tedy pokud pouzijeme prvnich 5 ¢lenl rozvoje, obdrzime pfiblizné hodnotu urcitého

integralu

(/l-ﬁd ~1-o1 1t L 1 o
- B TR S TR S TR

Jelikoz je fada alternujici konvergentni fada, miizeme odhadnout chybu aproximace. Pro
chybu aproximace plati

1
|R| < < 0.001.
11 - 5!

Priklad (g). Uzitim Maclaurinova rozvoje funkce e* urcete limitu:

et =1
lim
z—0 €T

Reseni g)

Vime, ze Maclaur(v rozvoj funkce e* je roven



- 2 23
ef=14+z+ —+—+....
2! 3!

Odtud dostaavame vyjadreni pro kazdé x € R, = #£ 0 :

et — 1 x?2 a3 1
bzt —+—+...) 1] =
T 2! 3! T

v v . . _ 00 x
Polomér konvergence této fady je R = oo. Tedy funkce S(z) = >~  ——
definovana na R a je spojitou funkci. Tudiz mGzeme psat

et —

1
lim = lim S(z) = S(0) = 1.
z—0 €T z—0
Priklad (h). Uzitim Maclaurinova rozvoje funkce e” urcete limitu:
e?—1—x

lim
z—0 a;2

Reseni h)

Vime, Ze Maclaur(v rozvoj funkce e® je roven

z? z3

e’ —1+x+—+§+

Odtud dostaavame vyjadreni pro kazdé x € R, = #£ 0 :
e —1—x z? z3 1
——=|(1t2+ =+ +...)-1-3| =

x 2! 3! 2
3 gt 1 z oz
= —(z+ =44+ "—F.. ===+ +...

n

Polomér konvergence této fady je R = oo. Tedy funkce S(z) = > -, (niz)' je

definovana na R a je spojitou funkci. Tudiz mizeme psat

. - . 1
ilir(l)m—2—i1§(1)5(w)—8(0)— 7= 3

Priklad (i). UZitim Maclaurinova rozvoje funkce In(1 + ) urcete limitu:

lim 1@ (z —In(1+ x)).

z—0 m2



Reseni i)
Vime, ze Maclaur(v rozvoj funkce In(1 + ) je roven

2 oz ozt

In(l+z)=2— —+— - ...
n(l+z)==x s t3 7

Odtud dostadvame vyjadreni pro kazdé z € (—1,1), z # 0 :

1_2w(w—ln(1+117)): 1—x<$_<x_w_2+w_3_w_4+,,,>>

T 2

Nyni polozme S(z) = Zf:o(_l)nnw_;- Polomér konvergence této fady je R = 1. Tedy

funkce S(z) je definovana na intervalu (—1, 1) a je spojitou funkci. Tudiz mizeme psat

1—
lim ° (z —In(1+z)) = lim(1 — z)S(z)
z—0 z—0
= lim(1 — z) lim S(z)
z—0 z—0

1 1
= (1-0)8(0)=1-5 = =.

Priklad (j). Uzitim predchozich limit urcete limitu posloupnosti:

n+1
limn(l—e<n+1) )
n—00 n-+ 2

Reseni j)

Nejdfive upravme dany vyraz:



1+In —
141 1 e H"L“) 1
=-n n
1 + H_H) (1+%+1> +1
1+ln - n+1
1 e (”nﬂ) 1
=-n|l-(n+1)ln 1+n+1 1 -
1 + n n+1
(1+n41r1)
1+1n 11 n+1
1 m(1+— e (w3 -
= —n(n+1) o n ol 1+1In 1 _
+—
Daéle plati:
1
lim | 1+1n =14+In—=0
n—00 1 n+1 e
(1 + n_+1)
Odtud pak plyne, ze
1+In !
e H";“) ; -1 e —1
lim N = lim =1.
n—00 1+ In — z—0 €T
(1+n—+1)
Nyni uvazujme funkci f(z) = 1;;: (z — In(1 + z)). Potom pro kazdé n € N plati

f(l/(n+1)):n(n+1)<ni1 —ln<1+ nL))

Potom plati:

1 1 1 1
_:. :. — :. 1 —1 1 .
y ~ lim f@) Jzaf(m) J;%"<"+><n+1 n(+n+1))




Konecné, z vyse uvedenych vypoctd plyne, ze

n+1
limn|l-—e ntl = lim —n(n+1) ! —In{ 1+ 1
n—00 n+2 n—00 n+1 n+1




