Primitivni funkce

Definice. Funkce F' se nazyva primitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize pro
kazdé z € I plati F'(z) = f(z).

Pfiklad. Uvazujme funkci f : (—00,00) — R danou predpisem f(z) = z*. Potom je
funkce F(z) = %:z:‘g. Potom pro kazdé z € (—o0,00) F'(z) = z* = f(z). Dale
uvazujme funkci G(z) = %:c?’ + 100. Funkce G je také primitivni funkci k funkci f nebot’
pro kazdé z € (—o00, 00). Obecnéji, je-li C € R libovolna konstanta a H je funkce

definovana predpisem H(z) = %m:" + C, potom je funkce H primitivni funkci k funkci
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Véta. Je-li F}y primitivni funkci k funkci f na intervalu I, potom je obecny tvar primitivni
funkce:

F(z) = Fy(z) + C,
kde C je libovolna konstanta.

Tato véta je disledkem nasledujici véty:

Véta. Predpokladejme, Ze pro kazdé x € I plati:
F'(z) = G'(z).

Potom plati na intervalu I, Ze rozdil F' — G je konstantni funkci.



Dtikaz. Jedna se o disledek tzv. Lagrangeovy véty o stfredni hodnoté. Zrejmé pro kazdé
x € I plati:

(F(z) — G(x))' = F'(z) — G'(x) = 0.
Odtud plyne, ze existuje konstanta C' € R takova, Ze pro kazdé z € I je

F(z) - G(z)=C.0O

Priklad. Jiz dfive jsme vypocitali derivaci

d 1
— (1 —_— .
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Podle predchozi véty je obecnéa primitivni funkce funkce
F(z)=In|z|+C

na libovolném intervalu I neobsahujicim bod & = 0. ZvIa$té na intervalech (—o0,0) a
(0, 00).

Integraly

Problém vypoctu obsahu

Poznamka. Prvnim vaznym prikladem miry je tzv. Jordan-Peanova mira, pojmenovana
podle matematik( Camilla Jordana a Guiseppe Peana. Pozdéji francouzsky marematik
Henri Lebesgue pfisel s obecnéjsim pojmem miry, kterou dnes nazyvame Lebesgueovou

mirou.

Uvazujme rovinny obrazec S, ktery je zobrazen na obrazku a jehoz obrazek vidime dole.

. . v . T 1 1 3\,
Nyni rozdélme obrazec na Casti pomoci vertikalnich pfimek x = 7,z = 5, = 7. Viz

obrazek nize.
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Déle kazdy krivocary lichobéznik Sy, Sy, S5 a S4 nahradme obdélnikem jak ukazuje
nasledujici obrazek.
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Interval jsem rozdélili na ¢étyfi intervaly o stejné délce: (0, %), &, %), <%, %) a (%, 1).
Vyska kazdého obdélnika, ktery aproximuje obrazec S; je rovna funkéni hodnoté funkce
f(z) v pravém koncovém bodé pfislusného dil¢iho intervalu tvoficiho zakladnu
obdélnika. Tedy kazdy z téchto obdéInik ma Sirku % a vysky jsou postupné rovny

(%) , (%) , (%) 1%. Necht Ry oznacuje soucet obsah( jednotlivych obdélnika,

tedy
1 /1\> 1 [/1\* 1 (3\* 1 ,., 15
- —_ .= — .= — .= —Z (1) = =,
B 4<4>+4 (2)+4 <4>+4() 32

Z obrazku nahore je zfemé, ze obsah A obrazce S je mensi nez Ry, tedy
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Nyni aproximujme obrazec S pomoci obdélnikd, jejichz vyska bude tentokrat rovna
funkéni hodnoté funkce f(z) = % v levém koncovém bodé kazdého dil¢iho intervalu

(0, %>, (i, %), (%, %> a (2,1). Viz nasleduijici obrazek:
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Soucet obsah( jednotlivych aproximujicich obdélnikd je analogicky roven:

oL, L 12+1 12+1 3\* 7
1Ty 4\ 4 4 \2 4 \1) ~ 32

Takto jsme dostali doIni odhad obsahu obrazce S. PLati:

7 15
L2
32 “ <32

Je samoziejmé mozné zopakovat vypocet pro jemnéjsi aproximaci obrazce pomoci vice
dil¢ich interval(. Napfiklad, pokud zdvojnasobime pocet aproximujicich obdélnikd,
dosataneme odhady:

0.2734375 < A < 0.3984375

Jesté presnéjsi odhady dostaneme postupnym zvétSovanim poctu aproximujicich
obdélnikd. Viz nasledujici tabulka:



n L_ R,
10 | 0.2850000 | 0.3850000
20 | 0.3087500 | 0.3587500
30 | 0.3168519 0.3501852
50 | 0.3234000 | 0.3434000
100 | 0.3283500 | 0.3383500
1000 | 0.332833° 0.3338335

Na nasledujicim obrazku vidite aproximaci obrazce pro pocet n = 8.
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Ukazme dale, ze pro n — oo posloupnost (R,,) konverguje a plati:
. 1
lim R, = 3

K vypoctu pouzijeme vzorec pro vypocet sumy kvadratl prirozenych cisel:

nn+1)2n+1
?+22 43+ +n?= ( )6( )-

Tento vzorec muzete zkusit dokdzat matematickou indukci. R, bude oznacovat pro
n € N soucet obsah( obdélnik{ tvoficich horni aproximaci obrazce
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Pouzitim vyse uvedené sumacni formule dostaneme:

R — 1 nn+1)2n+1) (n+1)(2n+1)
" ond 6 B 6n2 '

Potom prechodem k limité dostaneme:

n+1)(2n+1
lim R, = lim ( )( )

n—00 n—00 6m2

) l(n—i-l) <2n+1>
= lim —
n—oo 6 n n
. 1 1 1
= lim =1+ — 24 —
n—oco 6 n n
1 2
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Podobnym zplsobem Ize ukazat, ze

lim L, = l
3

Nyni dava smysl definovat obsah A obrazce S jako limitu:

1
A=1lm R, = lian:§.

n—00 n—00



Zobecnéni predchoziho prikladu

v s .. . . Jr v . G
UvazZujme nezapornou spojitou funkci f : (a,b) — R a uvazujme obrazec S omezeny

grafem funkce f, osou x a pfimkami = a a x = b. Viz obrazek nize

Ay
\ y= f{yr—"'—_“\
\---_ _-..../
S| 8 | 5, S; S,
0 a  x; X, Xy ...Xi—1 Xi ...X,— b X
Rozdélme obrazec na ¢asti Si, Sa, - - -, Sy pislusné diléi intervaly (z;_1, ;) maji

konstantni délku Az = b;—a Sitka kazdého pruhu S; je tedy rovna Az. Dil¢&imi intervaly

jsou intervaly:
<$07 $1>, <$1, $2>, <£I32, $3>, sy <$n71, mn>7

kde xy = a a z,, = b. Pravé koncové body dilCich intervalli Ize vyjadrit takto:

1 =a+ Az,
ro = a+ 2Ax,
x3 = a+ 3Az,

Obecné z; = a + iAx. Obsah kazdého dil¢iho obrazce aproximujme obsahem
obdélnika jehoz Sitka je rovna Az a vyska je rovna funkéni hodnoté v pravém koncovém
bodé pfislusného dil¢iho intervalu f(x;. ) Obsah i—tého obdélniku je tedy roven soucinu
f(z;)Az. Kone¢né obsah obrazce S budeme aproximovat pomoci sumy R,, obsahi

jednotlivych obdélnikd:

R, = f(z1)Az + f(z2)Az + - - - + f(z,)Az



Definice. Obsah A obrazce S omezeného grafem spojité funkce f budeme definovat
jako limitu:

A= Tm R, = Tm [f(z1)bz + f(z)Az + -+ [(e) 0],

n—0o0

Poznamky.

1. Je mozné ukazat, ze diky pfedpokladu spojitosti funkce f na intervalu (a, b) limita
lim,, ., R, vzdy existuje.

2. Lze téz ukazat, ze pokud pouzijeme levé koncové body dil¢ich intervall, potom

A= lim L, = lim [f(z0) Az + f(z:)Az + -+ f(z, 1)),

3. Misto levych resp. pravych koncovych bod(i miizeme vybrat body z7, z3, ..., zx,
kde pro kazdé i je 2} € (z;_1,®;). Potom Ize obsah A obrazce S vyjadfit pomoci
obecngjsi limity:

n—00

A= lim [f(&})Az + f(25)Az +--- + f(z})Az] = lim [Z f(z})Az
i=1

Viz obrazek dole. 4. Vzhledem ke spojitosti funkce f na kazdém z dil¢ich intervalu Ize pro
kazdé i volit vybérovy bod z} € (z;_1,z;) tak, ze f(z}) = min,c(,, ..y f(@)-
Dostaneme tak tzv. dolni integralni souéet, ktery je dolnim odhadem obsahu A.
Analogicky Ize definovat horni integralni souéet, ktery je hornim odhadem obsahu A
obrazce S.

Oznaéeni. Obsah A budeme znacit symbolem

/a ' ta)da.
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Ekvivalentni definice obsahu A. Obsah obrazce S je jednoznacné definovana hodnota
A, vétsi nez livolny dolni integralni soucet a mensi nez libovolny horni integralni soucet.

Vytvorme funkci, ktera ma jako paramtery funkci f, interval [a,b], pocet dilcich
intervald ekvidistantniho déleni intervalu [a,b]
a vraci aproximaci integralu funkce f na intervalu [a,b] pomoci Riemannova integ

import sympy as sp

X = sp.Symbol('x")
import numpy as np
from IPython.display import display, Math, Latex # pro zobrazeni matematickych v

def ziskejDilciIntervaly(a, b, n):

Funkce vraci seznam dilc¢ich intervald ekvidistantniho déleni intervalu [a,b]
dilciBody = np.linspace(a, b, n + 1)
dilciIntervaly = []
for i in range(n):
dilciIntervaly.append((dilciBody[i], dilciBody[i + 1]))
return dilciIntervaly

# testujme funkci ziskejDilciIntervaly

#a =0
# b =15
# n = 10

# dilciIntervaly = ziskejDilciIntervaly(a, b, n)
# print(dilciIntervaly)



def ziskejRiemannuvIntegSoucet(f, a, b, n):

5 O o +h H

Funkce vypocitd aproximaci integralu funkce f na intervalu [a,b] pomoci
Riemannova integrdalniho souctu. Funkce f je zadana jako parametr funkce,
interval [a,b] je zaddn parametry a a b, pocet dilé¢ich intervald ekvidistant
déleni intervalu [a,b] je zadan parametrem n.
dilciIntervaly = ziskejDilciIntervaly(a, b, n)
print(dilciIntervaly)
soucet = 0
for interval in dilciIntervaly:
# vypoctéme stred intervalu a hodnotu funkce v tomto bodé
stredIntervalu = (interval[@] + interval[1l]) / 2
# evaluujeme funkci f v bodé stredIntervalu symbolicRy ne numericky (tj.
hodnotaFunkce = f.subs(x, stredIntervalu)
print(f"hodnota funkce v bodé {stredIntervalu} je {hodnotaFunkce}")
# vypoctéme déelku intervalu
delkaIntervalu = interval[1l] - interval[@]
# pricteme R souctu hodnotu funkce v bodé stredu intervalu ndsobenou dél
soucet += hodnotaFunkce * delkaIntervalu
# print(f"Riemanniv integrdlnil soucet je {soucet}")
display(Math(r"\sigma(%s) = %g" %(sp.latex(f), soucet)))
return soucet

testujme funkci ziskejRiemannuvIntegSoucet

sp.sin(x)
0

5

10

ziskejRiemannuvIntegSoucet(f, a, b, n)

[(0.0, 0.5), (0.5, 1.0), (1.0, 1.5), (1.5, 2.0), (2.0, 2.5), (2.5, 3.0), (3.0, 3.
5), (3.5, 4.09), (4.0, 4.5), (4.5, 5.0)]

hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce
hodnota funkce

v bodé 0.25 je 0.247403959254523
v bodé 0.75 je 0.681638760023334
v bodé 1.25 je 0.948984619355586
v bodé 1.75 je 0.983985946873937
v bodé 2.25 je 0.778073196887921
v bodé 2.75 je 0.381660992052332
v bodé 3.25 je -0.108195134530108
v bodé 3.75 je -0.571561318742344
v bodé 4.25 je -0.894989358228583
v bodé 4.75 je -0.999292788975378

o(sin (z)) = 0.723854

0.72385443698561

P¥iklad. Necht A obsah plochy obrazce omezeného grafem funkce f(z) = e * v

mezichx =0ax =2

(a) Vyjadreme A jako limitu Riemannovych intergalnich souctt a kde vybérové body

budou pravé koncové body dil¢ich intervald. Tuto limitu nepocitejme.

(b) Odhadnéme A pomoci Riemannova integralniho souctu, kde vybérové body budou

stredy dilcich intervalQ. Pouzijme 10 dilcich interval(.



L, 2 . . ; 2
Reseni. (a) A = fo e ¥dr = lim,_ oo 2?21 e ¥iAzx; kde ¢; = % alAz; = =

, . 21 ,y , v
Nyni dosadme =* za x; ve vySe uvedené sumé:

RozepiSme posledni sumu:

= lim [6_2/” <z) 4 e 4/n (E) 4o e2n)/n (E)} )
n—oo n n n

Po Upravé dostaneme limitu ve tvaru:

2
= lim 2 [6_2/” +e g 6_2(”)/”} = / e “dx.
0

n—00 N,

Na obrazku nize vidime graf funkce e™* v intervalu [0, 2] pro ¢tyfi diléi intervaly.
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(b) Vycisleme Riemannuyv integralni soucet pro 10 dil¢ich intervall. Vybérové body budou
tentokrat stfedy intervald, tedy ; = 0.1 4+ 0.2¢ proz = 0,1,...,9. Vysledek je

10
My = Z f(z;) - Az = f(0.1)Az + f(0.3)Az +--- + f(1.9)Az =
i-1

= 0.2(6_0'1 +e ety e_l‘g) ~ 0.8632.
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Urcity integral

Uvod

Definice. Necht f je funkce na intervalu (a, b). Dale uvazujme déleni intervalu (a, b) na
n podintervall o délce Az = b_Ta Necht zp = a, 1 = a + Az, 2 = a + 2Az, atd. a

x, =b.
Body 7}, 3, . .., jsou tzv. vybérové body. Plati: z; € (x;_1,x;) proi =1,2,...,n.

Urcity integral se vypocita jako limita:

n—00 4
=1

b n
/ f(z)dz = lim Zf(a::)Aa:

za predpokladu, ze uvedena limita existuje a nezavisi na vybéru vybérovych bodl. Potom

fikdme, ze funkce f je integrabilni na intervalu (a, b).

Poznamka. Vyznam uvedené limity Ize presné definovat takto: Pro kazdé € > 0 existuje
N, takové, Ze pro kazdé n > N, plati:

n b
> faae- [ fla)de

pro libovolny vybér vybérovych bod m: € (Xi—1,Z;).

<€

Véta. Pokud je funkce f integrabilni na intervalu (a, b), potom je integral na tomto

intervalu jednoznacné dany.

Véta. Pokud je funkce f integrabilni na intervalu (a, b), potom je omezenou funkci na
intervalu (a, b).

Poznamka. Pfedchozi nelze obratit. To znameng, Ze existuji funkce na intervalu (, b),

které jsou omezené, ale nemaji Riemann(v integral od a do b.



Prikladem mUze byt tzv. Dirichletova funkce.

Historicka poznamka k definici integralu. Integralni soucet ve tvaru
n
> f@)Ae
i=1

byla zavedena némeckym matematikem Bernhardem Riemannem (1826-1866) v roce
1859. Bernhard Riemann ziskal doktorat pod vedenim legendarniho Gausse na univerzité
v Gottingenu. a zlstal tam ucit. Gauss, ktery nemél ve zvyku chvalit jiné matematiky,
mluvil o Riemannové "tvirdi, aktivni, skute¢né duchaplné praci". Také o matematické
mysli, Gzasné plodné a originalni. Definice integralu, kterou pouzivame, je zasluhou
Riemanna. Vyznamné pfispél také k teorii funkci a komplexni proménné, matematické
fyzice, teorii Cisel a zakladim geometrie. RiemannQv Siroky zabér pojeti prostoru a
geometrie se ukazalo byt tim spravnym prostfedim, o 50 let pozdéji pro Einsteinovu
obecnou teorii. teorie relativity. Riemannovo zdravi bylo po cely zivot Spatné a zemrel na
tuberkulozu ve véku 39 let.

Nini jiz vime, ze pokud je funkce f na intervalu [a, b] kladn4, tak je jeji integral je roven
obsahu plochy pod grafem funkce f na intervalu [a, b]. Jestlize funkce f nabyva na
intervalu [a, b] kladnych i zapornych hodnot, pak je jeji integral roven rozdilu obsahu
plochy pod grafem funkce f a obsahu plochy nad grafem funkce f na intervalu [a, b].
Tedy

b
| f@ydo =, - 4,

kde A; je obsah plochy nad grafem funkce f a A, je obsah plochy pod grafem funkce f.

y=Jt) y=fx)

T ] By
0| a W b x 0| a _ b x

Pfiklad: Vycisleme Riemann(yv integralni soucet pro funkci f(z) = x> — 6z, kde x je v
intervalu (0, 3). Necht n = 6 a pouzijme vybérové body, které budou pravé koncové

body dilcich intervald.

Reseni: Je-lin = 6, tak je Az = % = % Vybérové body jsou tedy

5
T4 = 2,T5 = 5,T6 = 3.

N | o

1
Zo :O,.'L'l = 57:1:2 = 17:173:

Tedy Riemann(v integralni soucet pro funkci f(z) = z3 — 6z, kde z € [0, 3] je:



6
Ro =) f(z:)Az (9)

i=1

= f(0.5)Az + f(1)Az + f(1.5)Az + f(2)Az + f(2.5)Az + f(3)Az (10)
1

= 5(—2.875— 5—5.625 —4 4+ 0.625 1+ 9) (11)

= —3.9375. (12)

Vsimnéme si, Ze hodnota Riemannova integralniho souctu je zaporna. Je zaporna proto,

Ze hodnota integralniho souctu je sou¢tem obsahd modrych obdélnikd minus soucet

obsaht zZlutych obdélnikd. Viz obrazek nize.

ST y=x"—6x

Véta (Postacujici podminka integrability). Je-li funkce f : (a,b) — R spojita na
intervalu (a, b), pak je funkce f integrabilni na (a, b), tj. urcity integral fab f(z)dz

existuje.

Poznamka. Opacné tvrzeni ovsem neplati. To znamen4, Ze z existence urcitého integralu

fab f(z) dz neplyne spojitost funkce f.

Véta. Je-li funkce f : (a,b) — R integrabilni na (a, b), pak plati:

b n
/a f(z) dz = nlggoZ; f(zi)Az,
kde Az = b;—a az; =a+iAzx.

Priklad. Vypocitejme podle definice urcity integral f03(w3 — 6z) de.

2oL N , - 3-0 "
Reseni. Rozdélime interval (0, 3) na n podinterval(i délky Az = - = % a spocitame
hodnoty f(z;) na koncich téchto podintervald. Poté spocitame soucet téchto hodnot a

vynasobime jej délkou Az.

Pro vyjadreni integralniho souctu vyuzijeme pravé koncové body podintervald, tj.
x; = 0+ iAx = iAzx. Poté dostaneme:



/0 (23 — 62) dz = lim Z f(z;) Az

! 1\? 1
=lim [—|1+— | —27T|1+ —
n—oo 4 n n
81 27
= — —27T=—— = —6.75
4 4
YA
n Rrr
5+ y=x—6x 40 —6.3998
100 —6.6130
0 3 500 —6.7229
1000 —6.7365
5000 —6.7473

Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Predesleme, Ze integral fab f(z)dz byl definovan za predpokladu, ze plati a < b. Definice

ovéem dava smysl i pro pfipad, kdy a > b. Tedy integral fba f(z)dx budeme definovat

/b " Ha)dz = — / ' Hz)da|

Déle definujeme pro pfipad, kdy je a = b:

vztahem:

/aaf(m)d,x:().

Véta.

1. fabcda: = c(b — a), kde c je libovolna konstanta.
2. [V1f(@) + g(@)) da = [ f(z)dx + [} g(x) da.



3. fab cf(z)dz = cfab f(z) dz.
4. [P[f(z) — g(x)) dz = [ f(z)dz — [’ g(z)dz.

Poznamka. Integral v bodu 1. vyjadfuje obsah obdélniku o stranach ca b — a. Viz
obrazek.

..1? *

-y

Aditivitu integralu (vlastnost 2) Ize odvodit nasledovné:



[ 1#@) + @) de = im " [#() + g(e))Ac

=1
b b
~ [ @iz [ gw)dz
Véta.
5.
c b b
/ flx)dz+ | f(z)dz = (z)dz

YA
0 x

Véta. Ma-li funkce f : (a,b) — R urdity integral fab f(z) dz, pak je-li {¢,d) C (a,b),
pak existuje i integral fcd f(z) dz.

Nyni zobecnénme predchozi vétu:

Véta. Necht f: (a,b) — R je funkce, kterd ma urcity integral fab f(z) dz. Dale necht

{a, B,7} C (a,b) je libovolna mnoZina redlnych ¢isel. Potom plati:

[ rwae= [ s dw+[ﬁf(x>dx,

kde z existence libovolnych dvou uvedenych integrall plyne existence tretiho z integrall

a uvedena rovnost.

Priklad. Pfedpokladejme, Ze zndme integraly folo f(z)dx =17 a f08 f(z)dz = 12.

Potom najdéme hodnotu integralu f810 f(z)dz.

Reseni. V dGsledku vlastnosti 5. nachazime:



10

/Of(w)dw—l- \ f(z)dz = f(z)dz.

0

10 10 8
/ f(z)dx = f(z)dz — / f(z)de =17 - 12 = 5.
8 0

0

Véta.

6. Pokud je f integrabilni na intervalu [a, b], f(z) > 0 na [a, b], potom je

fab f(z)dz > 0.
7. Pokud jsou funkce f a g integrabilni na intervalu [a, b], f(z) > g(z) na [a, b], potom

je fab f(z)dz > fab g(z)dz.
8. Pokud je f integrabilni na intervalu [a, b, m < f(z) < M na [a, b], potom je

m(b— a) < / f(z)dz < M(b— a).

9. Je-li f integrabilni na intervalu [a, b], pak

/a ' f(@)da

Ad 7.) Pokud na intervalu (a, b) plati: f(z) > g(x), pak plati také, ze f(x) — g(z) > 0
na intervalu (a, b). Z vlastnosti (6) pak plyne, ze

< / | f(e) e

0< / '[F(a) - gl@)lde = / @iz - / ' g(a)de.

Odtu pak plyne, ze

/abf(m)dw > /abg(a:)dw.

Poznamka. Vlastnost 8. je ilustrovana na obrazku nize.

YA
M
m
0| a b :

Priklad: Vyuzijme vlastnost 8. a odhadnéme hodnotu integralu:



1 2
/ e ¥ dx.
0

Regeni: Funkce v integrandu f() = e~ je v intervalu [0, 1] klesajici, absolutni
maximum je M = f(0) = e° = 1. Absolutni minimum je m = f(1) = e"!. Vyuzijeme
vlastnost 8. a odhadneme hodnotu integralu:

e }(1-0) < /01 e dr < e’(1-0) (13)

1
e 1< / e dr < e =1. (14)
0

Protoze je e ! =2 0.3679 a €” = 1, odhad hodnoty integralu je
0.3679 < [ e * da < 1.

Postacujici podminky existence integralu

Cauchyovo kritérium integrability

Véta (Cauchyovo kritérium integrability): Necht f : (a,b) — R je omezena funkce.
Funkce f je Riemannovsky integrabilni pravé tehdy, kdyz pro kazdé e > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro libovolna dvé déleni Py a P; intervalu (a, b) takova, ze délka dilcich
intervalG P; a P, je mensi nez 6, plati

@) Az =Y fy)) Al <,
=1 =1

kde z; a y jsou libovolné body v dil¢ich intervalech (z;_1, ;) a (yi—1, yi) pfislusnych
déleni P; a P». Zde x; resp. y; jsou konce dil¢ich intervall déleni P; resp. P> a

Ax; = x; — x;—1 resp. Ay; = y; — y;—1 jsou délky dil¢ich intervalG déleni P resp. Ps.

Véta. Je-li f : (a,b) — R spojita funkce na intervalu (a, b), pak existuje integral

[, f(@) da.

Véta. Je-li f : (a,b) — R monotdnni funkce na intervalu (a, b), pak existuje integral

2 f(z) de.

Definice. Rekneme, e mnozina N C R ma (Lebesgueovu) miru nula, pokud pro
kazdé e > 0 existuje posloupnost intervald {I,}°° | takova, ze N C U, In a
o2 [ In| < €. Zde |I,| zna&i délku intervalu I,.

Lebesgueovo kritérium pro existenci integralu

Véta (Lebesgueovo kritérium). Omezené funkce f : (a,b) — R méa Riemannlv urdity
integral fab f(x) dz pravé tehdy, kdyz mnozina bodd, kde je funkce nespojita, mé miru

nula.



Priklad. Uvazujme funkci f : (0,1) — R definovanou predpisem

1 1
=~ proz=—,neEN,

o) = {7

0 jinak.

Mnozina bodl nespojitosti je N = {1/n|n € N}, kterd ma miru nula. Tedy funkce f ma
Riemanndv urcity integral.

Fundamentalni véta integralniho poctu, prvni cast

Véta (Newton-Leibniziv vzorec). Pfedpokladejme, Ze f a F jsou dvé funkce na

intervalu (a, b) takové, Ze plati nasledujici podminky:
(a) F je spojitou funkci na intervalu (a, b),

(b) F'(z) = f(x) pro viechna z € (a,b),

(c) f je integrabilni na intervalu (a, b).

Potom plati:

b
/ (z) dz = F(b) — F(a).

Dukaz. Necht € > 0 a necht existuje urcity integral fa f(z) dx = I. Potom existuje
N; € N takové, Ze pro vsechnan > N; plati:

<e€ (1)

n b
> faae - [ f@)do

pro libovolny vybér vybérovych bodt z; € (z; 1, x;).

Pokud budeme na kazdém intervalu (x; 1, x;) aplikovat Lagrangeovu vétu o stfedni

hodnoté, dostaneme:

F(z;) — F(z;_1) = F'(z}) - (z; — z;_1) provSechnai=1,2,...,n. (2)

Pro kazdé i = 1,2,...,n tedy plati: ; € (@;_1, ;). Protoze F'(z) = f(z) pro véechna
z € (a,b), dostaneme: F'(z}) = f(x) proviechnai =1,2,...,n.

Sectenim vsech rovnic dostaneme:



Pokud nyni ve vztahu (1) dosadime za ", f(z})Az vyraz F(b) — F(a), dostaneme:

< €.

b
‘F(b)—F(a)— / f(z) da

ProtoZe jsme na zacatku volili € > 0 libovolné, dokazali jsme takto existenci integralu

fab f(x) dz a zéroven, ze

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
Dukaz je tedy dokoncen. []

Piiklad: Ukazme, ze [ 22 dz = 1.

Reseni: Funkce f(z) = z? je integrabilni na intervalu (0, 1). Dale uvazujme funkci
F(z) = %w?’. Funkce F je spojita na intervalu (0,1) a F'(x) = f(z) pro viechna
z € (0,1). Proto plati:

L, 1 1
zode=F(1)-F(0)==—-0=—.
0 3 3
P¥iklad. Uvazujme funkci H(z) = 24/z na intervalu (0, 1). Funkce H je spojita na
intervalu (0,1) a H'(z) = 1/+/x pro viechna z € (0, 1). Dale uvazujme funkci
h:(0,1) — R takovou, ze h(z) = 1/+/x pro vsechna z € (0,1) a h(0) = 0. Funkce h
potom neni integrabilni na intervalu (0, 1) nebot zde neni omezenou funkci. V tomto

pripadé tedy nelze pouzit fundamentalni vétu integralniho poctu.

Pokud bychom dosadili do tzv. Newton-Leibnizova vzorce, pak bychom na pravé strané

dostali:

H(1) — H(0) = 24T — 2,0 = 2.

Fundamentalni véta integralniho poctu, druha cast

Véta. Necht funkce f : (a,b) — R ma Riemannav urcity integral fab f(z) dz. Necht F je

funkce definovana na intervalu (a, b) predpisem

Flz) = / " ) d.

Potom je funkce F' spojita na intervalu (a, b) a navic plati, ze pokud pro kazdé = € (a, b)
je |f(z)| < M, pak funkce F je Lipschitzovsky spojita na intervalu {(a, b) s konstantou
M. Tj. pro kazdé s,t € (a,b) plati:

|F(s) — F(t)| < M|s —t|.



Véta. Predpokladejme, Ze f je integrabilni na intervalu (a, b) a necht je funkce f spojita
v bodé ¢ € (a,b). Dale pro kazdé t € (a,b) polozme F(z) = ff f(t) dt. Potom plati,

ze funkce F': (a,b) — R je v bodé c diferencovatelna a plati:
F'(c) = f(c).

Diikaz. Necht ¢ € (a,b) a necht € > 0. Potom existuje . > 0 takové, Ze pro viechna
z € (c,c+ ne) plati:

fle) —e < f(z) < f(c) +e.

Nyni necht’ h spliuje 0 < h < n,. Potom z tzv. intervalové aditivity plyne:
c+h c c+h ct+h
Fle+h) = / f(z) dz = / f(z) dz + / f(z) dz = F(c) + / f() da.
Odtud plyne:
cth
Fle+h) — F(c) = / f() da.
Na intervalu (c, ¢ + h) tedy plati:

(Fe) =) h < Fleth) = Fe) = [ f@)do < (£(e) +2) - .

Vydélenim predchozich nerovnosti h > 0 dostaneme:

F(c+h)—F(c
IR
h
Nyni z definice limity zprava plyne:
F(c+h) — F(c)
li = .
hg(r)l+ h #(e)
Obdobné se dokaze pro limitu zleva, ze
~ F(c+h)—F(c)
iz h = fle).
Tudiz plati:
F(c+h) — F(c) F(c+h)— F(c)
! _ . o . _
P(Q) = lip = = i = = 10

Duikaz je tedy dokoncen. []

Disledek. Pokud f je spojitou funkci na intervalu (a, b), potom k funkci f existuje na

intervalu (a, b) primitivni funkce F' takova, ze F'(z) = f(z) pro véechna z € (a,b).



Nasledujici priklad ukazuje, ze predchozi disledek dava postacujici a nikoliv nutnou
podminku existence primitivni funkce F' k funkci f na intervalu (a, b).

Priklad. Klasickym prikladem diferencovatelné funkce s nespojitou derivaci je funkce:

z? sin(%), ifz # 0,

f(m):{o, ifz — 0.

Tato funkce je definovana napfiklad na otevieném intervalu (—1, 1). Podivejme se, pro¢
je tato funkce vSude diferencovatelnd, ale jeji derivace je nespojita pfixz = 0. Proz # 0

muUzeme spocitat derivaci pomoci soucinového pravidla a retézového pravidla:
1 1 1 1 1
() = 2z sin(— 2cos(—) - (——) = 2zsin(=) — cos(=).
/(@) = 2esin() + a? cos( ) - (~—) = 2zsin() — cos(7)
Derivace jednoznacné existuje pro  # 0 a je spojita vSude kromé x = 0. Nyni uvazujme

x = 0. Pouzijeme definici derivace, abychom zjistili, zda existuje:

_ h2sin(L
f(0) = lim ) - 10 _ lim —S:(h) zilliir(l)hsin(%).

Protoze | sin(%)[ < 1 pro vsechny h # 0, mame |h sin(%)| < |h|. Kdyz h — 0,
dostaneme h sin(%) — 0, takze limita existuje a f'(0) = 0. Funkce je tedy vsude

diferencovatelna. Derivace je vSak nespojita v bodé & = 0. Abychom se o tom
presvéddili, uvazujme limitu pro « — 0 derivace pro x # 0:

lim(2e sin(—) + cos(—)) (1)

z—0

Druhy ¢len, cos(%), osciluje mezi —1 a 1, kdyz z — 0, a prvni ¢len, 2z sin(%), se blizi 0,
kdyz z — 0. Limita neexistuje, kdyz  — 0, takze derivace f'(z) je nespojita pro z = 0.

Ukazme podrobnéji pro¢ predchozi limita (1) neexistuje. Chceme ukazat, Ze limita:

. .1 1
:15133(2:1: sm(;) + cos(;))

neexistuje. Ukazeme si, Ze pro konkrétni volbu e nemGzeme najit 4, které by vyhovovalo.

Zvolme € = % Predpokladejme, ze limita existuje a je rovna L. Pak by méla existovat

d > 0 takova, ze pro véechna z s 0 < |z| < d mame:

. 1 1 1
2zsin( — | +cos| — )| — L <e= —.
T T 2

Nyni uvazujme dvé posloupnosti bodi:

1., = ﬁ kde n € N. V tomto pfipadé mame:

1 1 1
2z, sin<—> + cos<—) =2 (—) sin(27n) 4 cos(27n) = 1.
Tn Tn 2mn

. 1 Vs v . .
2. Y, = @D kde n € N. V tomto pfipadé mame:



% sin<i> + cos,(i) ! (;> sin((2n + 1)) + cos((2n + 1)) = —1.

n Yn (27’L —|— 1)71'

Jakmile se n — 00, obé posloupnosti, x,, i y,, konverguji k 0. Pro libovolné § > 0
muzeme najit dostatecné velké n, aby 0 < |z,| < da 0 < |y,| < d.Protyto z, ay,

1 1
2mnsin<—> +cos<—> —L’ >|1- L]
xn xn
. 1 1
‘2ynsm<—> +cos<—> —L‘ >|—-1-1f
yﬂ yn

. . y v e N y . 1
Protoze jsme predpokladali, ze limita existuje, méla by splnovat nerovnost s € = 5 pro

vSak plati:

Zpn i Yn.Ale |1 — L] a | — 1 — L| nemohou byt sou¢asné mensi nez % protoze jejich

soucet je roven 2. To vede ke sporu a dochazime k zavéru, Ze limita neexistuje.

Proto je derivace f'(z) nespojita pro z = 0.

#@title
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return x**2 * np.sin(1/x) if x != 0 else ©

X = np.linspace(-0.5, 0.5, 1000)
y = np.vectorize(f)(x)

plt.plot(x, y, label="f(x) = x*2 * sin(1/x) for x # @, (@) = 0")
plt.axvline(@, color='gray', linewidth=0.5)

plt.axhline(@, color='gray', linewidth=0.5)

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('f(x)")

plt.legend()

plt.title('Graf funkce f(x)")

# nastavme rozsah osy y

plt.ylim(-0.1, ©.1)

plt.show()
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#@title
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def

def

def

X = np.linspace(-0.5, 0.5, 1000)

y_f = np.vectorize(f)(x) # vektorizace funkce f pro vsSechny prvRy vektoru x
y_g = np.vectorize(g)(x)

y_h = np.vectorize(h)(x)

plt.plot(x, y_f, label='f(x) = x*2 * sin(1/x) for x # @, f(@) = 0")
plt.plot(x, y_g, linestyle="'dashed', color='red', label="g(x) = x"2")
plt.plot(x, y_h, linestyle='dashed', color='green', label='h(x) = -x"2")
plt.axvline(@, color="gray', linewidth=0.5)

plt.axhline(@, color="gray', linewidth=0.5)

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")

plt.legend()

plt.title('Graf funkce f(x) s omezujicimi krivkami')

plt.

f(x):
return x**2 * np.sin(1/x) if x != 0@ else ©

g(x):
return x**2

h(x):
return -x**2

show()

0.4
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x
Pfiklad. Najdéme derivaci funkce g(z) = [ v/1+ t2 dt.

Reseni. Funkce f(t) = 4/1 + 2 je spojitou funkci na intervalu (—o0, 00). Z
fundamentalni véty integralniho poctu plyne, Ze pro kazdé z plati:

g (z) = 1+ 2"
Priklad. Vypocitejme integral f03 e’ dx.
Reseni. Necht f(z) = e”. Potom f je spojita funkce na intervalu (0, 3). Funkce
F(z) = e® je spojita na intervalu (0,3) a F'(z) = f(z) pro vSechna z € (0, 3). Protoze

f je integrabilni na intervalu (0, 3), mizeme pouzit fundamentalni vétu integréalniho
poctu.

Z fundamentalni véty integralniho poctu plyne, ze

3 3
edx = z)dr = — =e—1.
/0 d /0 f(z)d F(3) — F(0) 1

Oznaéeni. Pro vyraz F'(b) — F(a) se pouziva oznaceni: [F(a:)]z Tj.

[F()]. = F(b) — F(a).

F(z)|% = F(b) — F(a).

Priklad. Vypocitejme obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(z) = x? a primkami

r=0azx=1.

Reseni. Primitivni funkci k funkci f je funkce F(z) = %3 Potom je obsah obrazce roven

1 311
1
A:/ mde:[m—} = —.
0 31, 3



P¥iklad. Vypocitejme obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(z) = cosz a
pfimkamiz =0az = /2.

Reseni. Primitivni funkci k funkci f je funkce F(z) = sin . Potom je obsah obrazce

roven:

/2 5
A= / coszdxr = [sinm]g/ =1.
0

Neurcity integral

Definice. Symbol [ f(z) dz ozna¢uje nebo se nazyva neurcity integral funkce f
predstavuje obecny tvar primitivni funkce k funkci f. Je-li tedy F' primitivni funkci k

funkci f, pak je

/f(a;) dr = F(z) + C, (NI)

kde C je libovolna konstanta.

Poznamka. Je dllezité fici, ze vzorec (NI) pouze pro x nalezici do jistého intervalu!!!

. . . 1 .
Pokud budeme napf. uvazovat funkci f(z) = > pak pro funkci
1
—=+C <0,
Fa)=q 3707
-7 +Cy x> 0,
plati, ze F'(z) = wl—z, pro véechna = # 0. Tedy pro kazdé = # 0 neplati vzorec:

1 1
€T X

Pfedchozi vztah plati pouze pro z € (0, 00) nebo pro z € (—o0,0).

Piklad. Jak vime, tak funkce F'(z) = 9;—3 je primitivni funkci k funkci f(z) = x2. Potom

je
3
/w2dm:%+0.

Véta (Zakladni vlastnosti neurcitého integralu).



. cf(x)dx = ¢ . f(x)dx

| kdx = kx + C

n+l

n+1

. x"dx = +C (n#-1)
. etdx=e¢"+ C

. sin xdx = —cos x + C

‘ sectxdx = tanx + C

. sec x tan xdx = sec x + C

dx =tan 'x + C

1
. xr 4+ 1

‘. sinh x dx = coshx + C

. [f(x) + g(x)]dx = .f(x) dx + . g(x) dx

..]
.—a’x= In|x|+ C
J x

x

+C

[ by = — ,
Jordx =1

. cosxdx =sinx + C

‘ csc’xdx = —cotx + C

. cscxcot xdx = —cscx + C
dx =sin"'x + C

o
.. ﬁ

‘. coshxdx =sinhx + C

Substituce v integralu

Substituce v neurcitém integralu

Véta. Je-li u = g(x) diferencovatelna funkce jejiz obor hodnot je podmnozinou intervalu
I a funkce f je spojita na I, pak

[ sto@ng' @) de = [ s du

Diikaz. Véta je dusledkem véty o derivaci slozené funkce. Pokud je F'(u) primitivni funkci
k funkci f(u) au = g(z), pak

f(u)

F'(u)
PFiklad. Vypocitejme integral [ z3 cos(z? + 2) dz.

Reseni. Aplikujme substituci u = z* + 2 a dostaneme:

du = 423 dz

1 1
/mgcos(w4+2)da: /cosu- Zdu: Z/cosudu

isinu +C= isin(az:4 +2)+C.

Cviceni. Ovérte spravnost vysledku v predchozim prikladu derivovanim.

PFiklad. Vypocitejme integral [ v/2z + 1dz.



Reseni. Aplikujme substituci a polozme: u = 2z + 1. Pak dostaneme:

du = 2dx
1 1
/\/2m+1dm:/\/ﬂ-5du=5/\/ﬂdu
3
1 w2 1 3 1 3
:5.?4_0:511,24—0:5(21’4-1)24‘0.
2

1
/\/2:I:+1d:c:§/\/2w+l-2dw.

v sl vy . . , €T
Priklad. Vypocitejme integral f N dx.
Reseni. Necht u = 1 — 4x2. Pak dostaneme: du = —8z dz. Tedy zdz = —%du.

Aplikujme substituci a dostaneme:

X
— _dx =
/\/1—4:1:2 8.J Vu
1 1 1 1
:——/u5du:—§-(2ﬁ)—l—0:—z-\/1—4m2+C’.

Vyvorme nyni obrazek grafd funkci f a g a zjistime, jak navzajem oba grafy souviseji. Zde

flz) = —E= agle) = [ f(z)da.

import sympy as sp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex

sp.init_printing(use_latex="mathjax")

X
.F
g
di
di

yl
yl

y2
y2

pl
pl
pl
pl

sp.Symbol('x")

X / (sp.sqrt(l - 4 * x**2))

sp.integrate(f, x)

splay(Math(r"$f(x) = %s$" % sp.latex(f)))

splay(Math(r"$g(x) = \int %s = %s$" % (sp.latex(f), sp.latex(g))))

-1/2 + ©0.0001 # musime pridat malé cislo, aby se nevyskytla chyba déleni nul
1/2 - 0.0001

_values = np.linspace(a, b, 100) # vytvorime 100 hodnot x v intervalu [a,b]

[f.subs(x, x1) for x1 in x_values] # vypocitdme hodnoty funkce f(x) pro ka
np.array(yl) # prevedeme na numpy pole

[g.subs(x, x1) for x1 in x_values]
np.array(y2) # prevedeme na numpy pole

t.plot(x_values, yl, label=r"$f(x)$") # r"" znamend, Ze retézec je raw string
t.plot(x_values, np.real(y2), label=r"$g(x)$") # np.real() je zde proto, aby s
t.legend()

t.ylim(-1, 1) # nastavime rozsah osy y



# pridejme plot obou os
plt.axhline(y=0, color="k")
plt.axvline(x=0, color="k")

plt.show() # zobrazime graf

T
(@) = —
V1 —4z2
() / x 1 — 422
g €T = = —
V1 — 42 4
1.00
— fix)
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Substituce v urcitém integralu

Véta. Jestlize je derivace g’ spojita na intervalu (a, b) a funkce f je spojita na intervalu
ID>{u=g(z):z € (a,b)}, pak prou = g(z) plati:

b g(b)
/f(g(w))g’(x)da::/() F(u) du.

sin /Z

Pfiklad. Vypocitejme integral f14 = dx.

T
Reseni. Aplikujme substituci u = g(z) = /z kde = € (1,4). Pak ¢'(z) = ﬁ je spojita
na (1, 4). Dale uvazujme funkci f(u) = 2 sin u. Funkce f je spojitou funkci na intervalu

sin v/z

I=(—00,00)a f(g9(z)) - ¢'(z) = NG . Aplikujme vétu a dostaneme:




4 sin /T 4 1
dr = 2sin /T - dx
/1 N2 1 Ve 2\/x

2
:/ 2sinudu = 2[— cosul? = 2[—cos2 + cos 1].
1

Priklad. Vypocitejme integral fe hl% dx.

Reseni. Aplikujme substituci u = g(z) = Inz kde = € (1, ¢e). Pak g'(z) = %je spojita
a (1, e). Dale uvazujme funkci f(u) = wu. Funkce f je spojitou funkci na intervalu
I=(—00,00)a f(g9(z)) - ¢'(z) = me Aplikujme vétu a dostaneme:

1 e
/ﬂdm—/ lnm-ida}
T
1 1
1 1
:/ uduz[—uZ] = —,
0 2 0 2

Aplikace integralniho poctu

Obsah obrazce mezi dvema krivkami

Obsah mezi dvéma krivkami: integrace vzhledem k x
Uvazujme obrazec S ohrani¢eny dvéma kfivkamiy = f(z) ay = g(z) a kde = € (a, b).

Predpokladejme, ze f(z) > g(x) pro = € (a,b) a obé funkce jsou spojité na (a, b).

VA

y= flx)

S
a
=
Il

&

=
=
oy

Nyni Ize aproximovat obsah A obrazce S pomoci pomoci integralnich souctd podobné
jako v pripadé obrazce omezeného grafem kladné funkce f. Tj. souctem:



T PTT T[T T
| AT
[

I AT

) = g(x) H I II I I |

|

k!..\ : > ii I I! !7!£ : -
0| a , X 0] @ | X

g[.x?‘l[ I >/ b LIl |J4% b
L x¥ SEF =
Ax

Nyni je pfirozené definovat obsah obrazce S jako limitu:

A= lim Y [f(z})— g(z])]Ax.

n—00 £

Plati tedy nasledujici véta.

Véta. Obsah A obrazce omezeného kfivkami y = f(z), y = g(z), pfimkami z = aq,
x = b a kde funkce f a g jsou spojité takové, ze je f(x) > g(z) pro kazdé z € [a, b] je

b
A= [ f(@) - (@) da.

Poznamka. Jsou-li funkce f a g v predchozi vété obé kladné, pak je A roven:

roven:

= [obsah obrazce pod grafem funkce f] — [obsah obrazce pod grafem funkce gJ.
b
/ @y [ o@)de = (1) - gl

VA

P¥iklad. Odvod'me vzorec pro obsah kruhu: A = 7r? pomoci integralu.

Redeni. Vyuzijeme vztah A = [ [\/7"2 — 22 — (—+/r2 — 22)| dz.



Tedy

A:4-/ \/rg—mgdm
0

/OT Ve = /0 P (e
:r/or‘/l—(%fdm:...

Nyni pouzijme substituci: u = g(z) = =, tedy du = d—f a dostaneme

1
:r2/ V1—uldu=...
0

Uvazujme neurdity integral f\/l — u2du.
Polozme u = g(z) = sinz, kde z € (—, ). Pak po diferencovani dostaneme:

du = cos zdzx.

Dale

V1—u? =+/1—sin’z = V/cos’z = cosz = f(g(z)).

g'(z) = cosz.

/f(u)du:/ﬂdu:/f(g(a:))g'(x)dw:/cosxcosxdm:

.= /cos2 rdr =

1
ZE/(1+cos2w)d:v:...

1 1
=5 (z+ Esin2x) +C, z=arcsinu, ue€ (—1,1)

1

' 1 1
/ V1—dPdu = [5 - (arcsinu + Esin(2 -arcsinu))| =
0

s
0 4



Priklad. Vypocitejme obsah obrazce S omezeného kfivkami y = e* a y = z, pricemz
z € (0,1).

Reseni. Obrazec S je zobrazen na obrazku:

:'Ir' A

Je zfejmé, Ze horni kfivkou je krivka y = e® a dolni krivkou je kfivka y = . Tedy
f(z)=€"ag(z) =z,a=0ab=1.

1 1 1
A:/ (em—x)dw:/ e“dw—/ rdr =
0 0 0

1 1 1 1.5
= e — — — =€ — 1.9.
2

Priklad. Vypocitejme obsah A obrazce, ktery je ohrani¢eny kfivkou y = z2 a kfivkou

y =2z — x2.

Regeni. Ukazme si obrazek kfivek a obrazce.




Z obréazku je patrné, Ze horni kiivkou je kfivka yr = 2x — 22 a dolni kfivkou je kfivka

yp = x2. Nyni uréeme priseciky téchto kfivek. Prvni prisecik je v bodé (0, 0), druhy
prasecik je v bodé (1,1). Obrazec tedy lezi mezi pfimkami x = 0 a z = 1. Obsah plochy
je tedy roven

/01[(235—932) — z2%dz = 2/01(5'3—-’732)‘15“
$2 .’173 !
:2{7—?}0:2@‘%):%

Pokud mame vypoditat obsah obrazce ohrani¢eného kfivkami y = f(x) ay = g(x), kde
jednak f(z) > g(x) ajednak f(x) < g(z), pro = € (a,b), pak Ize obrazec rozdélit na
Casti Sq, S, ..., S, avypoditat jejich obsahy A;, A,, ..., A, jak je vidét na nasledujicim

obrazku. Vysledny obsah obrazce je pak roven souctu vsech casti, tedy

A:A1+A2+...+An.

Va

Y

Véta. Obsah obrazce mezi kiivkami y = f(z) ay = g(z), kde z € (a, b) je roven

b
A= [ 1f@) - g(@)] da.

Priklad. Najdéme obsah obrazce mezi kfivkami y = sin « a y = cos « na intervalu
z € (0,7/2).

Body, kde se kfivky protinaji uréime, kdyz polozime sin x = cos z. Tedy z = 7/4 na
intervalu z € (0, 7/2). Viz obrazek:



VA
/_ y =cCosx y=sinx
x=0
| >
0 = i X
4 2

Uvédomme si, Ze na intervalu (0, 7/4) je cosx > sinx a na intervalu (7/4, 7/2) je
sinx > cos x. Tedy

/2
A:/ |cosz — sinz|de = A; + A,
0

/4 /2
= / (cosz — sinz)dz + / (sinz — cos z)dz
0 ™

/4
[sinz + cos m]g/4 + [~ cosz — sin m]:/2

/4

Poznamka: Vyse uvedeny postup Ize vyznamné zjednodusit, pokud vezmeme v Gvahu
symetrii:

w/4
A=2A, = 2/ (cosz — sinz)dz.
0

Obsah mezi dvéma krivkami: integrace vzhledem k y

Uvazujme obrazec ohrani¢eny kiivkami z = f(y), ¢ = g(y), y = cay = d, kde f(y) a
9(y) jsou spojité funkce a f(y) > g(y) pro ¢ < y < d, Viz obrazek.



Vi
y=d
d____
==
x=g(y) x=f(y)
W
0 X

Nyni Ize obsah obrazce A vyjadrit jako integral vzhledem k integracni proménné y:
d
A= / [£(y) — 9(y)] dy.
Cc

Priklad. Vypocitejme obsah obrazce A ohrani¢eného kfivkamiy = z — 1 ay? = 2z + 6.

Reseni. Kfivky y = = — 1 a y* = 2z + 6 se protinaji v bodech (—1, —2) a (5,4), tedy
z = g(y) = Ly? —3azg = f(y) = y + 1. Viz obrazek.

Obsah obrazce A ohranic¢eného kiivkamiy = z — 1 a y?> = 2z + 6 je roven 18 jednotek
Ctverecnich, jak Ize spocitat pomoci integrace vzhledem k proménné y. Nyni shrneme

postup:
1. Vyjadfime x z obou rovnic:

a)x:y—i—lb):c:%(y?—()‘)



2. Ur¢ime interval integrace podle hodnot y. Priseciky jsou P1(—1,—2) a P»(5,4).

Interval integrace je od —2 do 4.

3. Sestavime a spocitame integral:
A=J4 [+ - 02 —6)]dy

A:f_ (y+1)dy — f

5 (y® — 6)dy

2

1 2
—6)d
2(y )dy

A=12—(—6)=12+6 =18

/_4(y +1)dy

y? !
-2

16 4
ERE R
—8 44— (2-2)
=12

- 14
1 y3_6
5|3

L 4 -2

64 ] [
R DY) I o AP
213 2|73
1-64—72- l-—8+36
2" 3 | 2| 3
1[-8 _1 28 ]
2|73 273
—4 14

3 3
—18

3
—6

Takze obsah obrazce A ohrani¢eného kfivkami y = 2 — 1 ay? = 2 + 6 je 18.

Poznamka. Obsah obrazce A ohraniceného krivkami y =x—1a y2 =2z + 6 lze urcit i

vvvvvv

hranicni kfivka se sklada ze dvou kfivek: y = —y/2z + 6 a y = & — 1. Horni hranicni

kfivka je y = v/2z + 6. Obrazec poté rodélime na dvé casti jejichZ obsahy oznacime Ay

a As. Viz nasledujici obrazek:



Vi

y=-— \, 2x+6

Spocitame obsahy A; a As:
a) A; je ohranicen shora kfivkou y = v/2x + 6 a zdola kfivkou y = —+/2z + 6.
A= [ (V2m+6— (V22 1 6))dz = [, (2v/2z + 6)dz

b) A, je ohranicen shora kfivkou y = 1/2z + 6 a zdola kfivkou y = = — 1.
Ay = ffl(\/2x +6—(z—1))dx

Spocitame integraly a se¢teme obsahy A; a As pro celkovy obsah obrazce A.

# Urcime hodnotu A _1
import sympy as sp

# definujme symboly x a y

X, Yy = sp.symbols('x y")

expr = 2 * sp.sqrt(2 * x + 6) # vyraz pro vypocet A 1
a, b =-3, -1

Al = sp.integrate(expr, (x, a, b))

print("A_1 = ", Al)

# Urcime hodnotu A_2

expr2 = sp.sqrt(2 * x + 6) - (x - 1) # vyraz pro vypocet A 2

a, b=-1, 5

A2 = sp.integrate(expr2, (x, a, b))
print("A_2 = ", A2)

print("Obsah pomoci integrace vzhledem k x")
print("A_1 + A2 =", Al + A2)

# Urcime hodnotu A pomocil integrace vzhledem kR y
expr3 = (y + 1) - (1/2) * y**2 + 3 # vyraz pro vypocet A
a, b=-2, 4



A = sp.integrate(expr3, (y, a, b))

print()

print("Obsah pomoci integrace vzhledem k y")
print("A = ", A)

A1 = 16/3

A 2 = 38/3

Obsah pomoci integrace vzhledem k x
Al+A2-= 18

Obsah pomoci integrace vzhledem k y
A = 18.0000000000000

Objem rotacniho télesa

Definice objemu

Definice. Necht S je téleso nachazejici se mezi rovinami £ = a a * = b. Necht déle
A(z) oznacduje obsah fezu S rovinou P, kde P, je rovina kolma na osu  a prochazejici
bodem z. Pokud pro z € (a,b) A(z) spojité zavisi na x, pak se objem S oznacuje jako

n

b
V() = lim 3 A(w})Ax - / Az)da.
i=1 a

YA

=Y




Vi

I

Xi—1%i X

Priklad. Ukazme, Ze plati pro objem koule o poloméru 7:

4
V= 571’7’3

Reseni. Zde plati, 2ea = —r, b =1,

A(z) = my® = n(r? — 2?), kdey = +/r* — 2%

A(z) je spojitou funkci pro & € (—r, ). Uzitim definice objemu dostaneme:

-y



Vzorec pro objem rotacniho télesa

Nyni uvazujme, ze kolem osy x rotuje obrazec ohraniceny grafem kladné spojité funkce
y = f(z) az € (a,b). Viz obrazek.

Potom pro objem plati:

ver[ If(e)da.

Priklad 1. Spocitejte objem télesa, které vznikne rotaci plosSného obrazce pod kfivkou
y = 4/ kolem osy x a kde x € (0, 1). Viz obrazek nize.



- Y

Ax

Priklad. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci obrazce ohranic¢eného kfivkou

y =3y = 8ax = 0 kolem osy . Viz obrazek:

VA
y=8 |
~x =y

x=0—

y=x’

ar
x=y
0 X
< | >

Reseni. Zde platiz = ¢y a

A(y)Ay = 1?3 Ay.

Nyni plati pro objem V:

8

8 8
V:/ Ay)dy = W/ y* iy = W{Eyw’} — .
0 0 5 0 5



Dalsi techniky integrace

Intergace metodou per partes

Integrace metodou per partes: neurcity integral

Predpokladejme, Ze funkce f(z) a g(x) maji spojité derivace na intervalu (a, b), potom

/ f(z)g'(z)dz = f(x)g(z) — / f'(z)g(x)dx

Diikaz. Podle predpokladii existuje na intervalu (a, b) primitivni funkce G(z) k funkci

plati vzorec:

f'(z)g(x). Potom, polozime-li na intervalu (a,b): F(z) = f(z)g(z) — G(z), potom pro
kazdé z € (a, b) plati:

F'(2) = (f(@)g(z) - G(2)) = (f()g()) — C'(z) =

~
—~
8
~—
Q
8
~
_|_
~
—~
8
~
Q
—~
8
~
|
Q
—~
8
~

4 G —

Tudiz je funkce F'(x) primitivni funkci k f(z)g'(x). O
Vzorec pro derivaci soucinu:

(u(@) - v(@)) = v'(z) - v(x) +u(z) - V' (2).
Priklad. Najdéme neurcity integral fac sin xdx metodou per partes.

Reseni. Zde plati f(z) = z a g’(z) = sin x. Potom podle vzorce plati:

/wsinwd:c = /f z)dx = z(—cosz) — /(— cosz)dx =

:a:(—cosm +sinz = —zcosz +sinz 4 C.

PFiklad. Najdéme neurcity integrél [ In dz metodou per partes.

Reseni. Zde plati f(z) = Inx a g’(z) = 1. Potom podle vzorce plati:

/lnwdw— /f dw—wlnw—/(i)-wdm:

=zlnz —z+ C.

Integrace metodou per partes: urcity integral

Méjme dany funkce f(x) a g(x), které maji spojité derivace. Potom plati vzorec:



b b
[ 1@d @de = [f@e@), - [ F@g)ds.

Ditikaz. Tvrzeni plyne z toho, ze plati véta o integraci metodou per partes pro neurcity

integral a z fundamentalni véty integralniho poctu. [
Priklad. Najdéme urcity integral fol arctan x dx metodou per partes.

Reseni. Zde plati f(z) = arctanz a g'(z) = 1. Potom podle vzorce plati:

/0 arctan x dz = [f(x)g(z)]} —/0 f(z)g(z)dz =

dx =

= [z arctanz]j — /
0 1+ x2

1
T
= arctan 1 —/ dxr =
0 1+ a2

1
:E_/ v dx.
4 0 1—’—1132

Posledni intergal spocitame substitu¢ni metodou: u = x2 a potom du = 2zdx. Potom

plati:

(1/2)/0 12"’“’ dz —

1 Y1 1 1
:—/0 1+udu=51n(1+u)0251n2.

1
1
/ arctan(z)dz = L “me
0 42

Integrace racionalnich lomenych funkci

Racionalni lomenou funkci se rozumi funkce ve tvaru:

kde P(z) a Q(z) jsou polynomy.
Pfipomenime, ze polynom P(z) = a,z" + a,_1z" ! + - - - + a1z + ag, kde a,, # 0.

Racionalni lomena funkce f(z) je ryzi, pokud st(Q(z)) > st(P(z)).V pfipadé, kdy
st(Q(z)) < st(P(z)), pak po vydéleni dostaneme:




kde S(z) a R(z) jsou polynomy a st(R(x)) < st(Q(x)).

3
Pfiklad. Najdéme neurity integral [ gi:f dx.

P(z)

Reseni. Zde plati P(z) = z3 4+ x a Q(x) = = — 1. Potom neni funkce f(z) = )

ryzi,

protoze st(Q(z)) = 1 < st(P(x)) = 3. Potom po vydéleni dostaneme:

CP@) o R@ 2
flz) = _S()+Q(:1:)_ +x+2+ 1

# Vydélme P(x) / Q(x)
import sympy as sp
from IPython.display import display, Math, Latex

X = sp.Symbol('x")

P = x**3 ¢+ x
Q=x-1

# vydélme P(x) / Q(x)
R=P/Q

# najdéme podil a zbytek
1 = sp.div(P, Q)
# vypisSeme podil a zbytek
display(Math(r"%s = %s + \frac{%s}{%s}" % (sp.latex(R), sp.latex(R1[0]), sp.late

3+ 2
= z? +a:—|—2+—
rz—1 1

Nyni mGzeme integrovat:

3
/x+mda: / /a:dm+/2da:—l—/
z—1 z—1

2

23
—?+7+2:1:—|—21n|:1:—1|—|—0

Déle predpokladejme, ze Ize polynom Q(x) rozlozit na soucin linearnich ¢lend:

Q(z) = (a1z + b1)(azx + b2) . .. (arx + by).

V tomto pripadé Ize najit konstanty A1, Ao, ..., Ay takové, ze:

R(z) A A, A,
+ Foep —E
Q(z) a1r + by asT + bs apx + by,

z24+2z—1 d

Priklad. Najdéme neurity integrél [ 25913272

Reseni. Protoze stupen polynomu v ¢itateli je mensi nez je stupef polynomu v
jmenovateli, jedna se o ryzi lomenou funkci. Déle Ize polynom Q(z) rozloZit na soucin

linearnich ¢lena:

Q(z) = 223 + 32° — 22 = 2(22% + 3z — 2) = z(2z — 1)(z + 2).

Tedy:



R(z) z? + 2z — 1 A B C

Q@) 2@2z-1)@+2) @ 21 z+2

Pokud zlomky na pravé strané prevedeme na spole¢ného jmenovatele, dostaneme
porovnanim levé a pravé strany:

2’42z — 1= A2z — 1)(x + 2) + Bz(z + 2) + Cz(2z — 1).

Po roznasobeni zavorek na pravé strané a porovnanim koeficientd u pfislusnych mocnin
x dostaneme:

2A+ B+2C =1,
34+2B-C =2,
94 = 1.

vy 1 1 1
Vyresenim soustavy dostaneme A = 3 B = = C= — 1 Potom:

z2+ 2z —1 z2+2z -1
dCB: d,’l}:
223 4 322 — 2z z(2z —1)(z + 2)

:/(£+ b + ¢ )dz =

T 2z — 1 T+ 2
/ 11 1 1 1 1
2 x 5 2x —1 10 x + 2

= %ln|m| + %ln|2m— 1| — 11—Oln|:r+2| +C.

Pfedpokladejme, Ze v rozkladu polynomu Q(z) je obsazen faktor typu (azx + b)", kde
r > 1.V tomto pfipadé bude rozklad racionalni lomené funkce f(z) obsahovat parcialni

zlomky:
A A4
ax +b  (az + b)? (az +b)r
Napriklad:
z@-e+l A B __C D _F
2@-17% = 22 z-1 (z-1)?2 (z—1)3%

- Sy vers , 42z +4x+1
PFiklad. Najdéme neurity integral [ e i

23—z —z+1

dz.

Reseni. Zde plati P(z) = 2* — 22 + 4z + 1a Q(z) = 2* — 22 — = + 1. Potom neni

funkce f(z) = % ryzi, protoze st(Q(z)) = 3 < st(P(z)) = 4. Potom po vydéleni
dostaneme:
P(z
@) _ 4L 4z _
Q(z) b —z2—z+1

Rozlozme polynom Q(z) na soucin linearnich ¢lena:



Qz)=2"—2"—z+1=(z—1)>*(z+1).
Potom mame:

4z B A n B N C
(z—12(z+1) -1 (z-12 =z+1’

Prevedenim na spole¢ného jmenovatele dostaneme rovnost:

4z = Az —1)(z+1) + Bz +1) + C(z — 1)
= (A+C)z* 4+ (B-2C)z + (-A+ B+ ).

Porovnanim koeficientl u pfislusnych mocnin & dostaneme:

A+C=0,
B—2C = 4,
—-A+B+C=0.
Regenim soustavy dostaneme A = 1, B = 2,C = —1. Potom:
4 2
—2 4 1 1 2 1
/:c vt dm:/[m+1+ + — ]dm:
-z —x+1 r—1 (z-1)22 z+1
z2 2
=—+4z+hnjz—1 - ———-Injz+1|+C
2 z—1
2
T z—1
= — 1 C.
2+Cc m—1+nw+1‘+

Nyni pfedpokladejme, ze polynom Q(z) méa ve svém rozkladu faktor typu az? + bz + ¢,
kde b? — 4ac < 0, a # 0.V tomto pfipadé bude rozklad racionalni lomené funkce f(z)

obsahovat parcialni zlomek ve tvaru:

Az + B
ax® +br+c
Napfiklad, mame-li racionalni lomenou funkci f(z) = (m—2)(az2f-l)(m2+4)' pak jeji rozklad
bude:
z A N Bzx+C Dz+FE

+ .
(x—2)(z®2+1)(22+4) -2 22+1 x? +4

Az+B
ax’+br+c

dx 1 T
— 5 = —arctan(—) + C'|.
T+ a a a

222 —x+4
x5 +4x

K nalezeni neurcitého integralu [ dx pouZzijeme vzorec:

dx.

Pfiklad. Najdéme neurity integral [

Reseni. Zde plati 23 + 42 = z(2? + 4). Potom mame:



2:132—:E+4_A Bz +C
z(z? +4) T 2 +4

Pokud uvedenou rovnost nyni roznasobime vyrazem z(z* + 4), dostaneme:

20> —xz+4=A(z® +4) + (Bz + O)x
— (A + B)z® 4 Cz + 4A.

Porovnanim koeficientl u pfislusnych mocnin & dostaneme:
A+B=2  C=-1, 4A=4.

Potom:

Odtud mame:

202 —x +4 1 r—1 dx x—1
——dz = —+ de = | — + dz.
z(z? 4 4) T z244 T z?+4

Nejdfive hledejme druhy z integral(:

Integrand rozlozime nasledujicim zplsobem:

z—1 B €T 1
244  x244 2+ 4

-1 1
/’a: dm:/ z d:c—/ dzx.
x2 44 x2 4+ 4 x2+4

Prvni z integralti na pravé strané Ize zjednodusit pomoci substituce u = x? + 4:

Tedy integrujme:

d
/ ’ davz:l —u:lln|u|+0——ln|m +4|—|—C— In(z® + 4) + C.
xz2+4 2 u 2 2

Druhy z integrall na pravé strané najdeme podle vySe uvedeného vzorce:

1 1
/$2+4dw:§arctan<2)+0

—z+4 .
x24-4) d

/21: —:c+4 /d:z: /:I:—l
x_
(z2 4+ 4) 2+4

1
=In|z| + Eln(m +4)+ Earctan(§> +C.

Konec¢né mlizeme spocitat neurcity integral f

konec 5.3.2024



Zde predpokladejme, ze polynom Q(z) ma ve svém rozkladu faktor typu
(az? + bz + ¢)", kde b?> — 4ac < 0.V tomto pfipadé bude rozklad racionalni lomené

funkce f(x) obsahovat parcialni zlomky tvaru:

Az + B Ayx + By A,x+ B,
+o .
az? +br+c  (ax? + bz + c)? (az? + bz + ¢)"

Priklad. Najdéme rozklad na parcialni zZlomky racionalni lomené funkce

fz) e ]
z) = :
z(z—1)(2? + 2+ 1)(22 +1)3
Reseni. Zde plati:
o+’ +1 A B Cx+D | Exz+F  Gz+H

==+ + +
zz—1)(22+z+1)(22+1)3 =z z-1 z24+z+1 z2 +1 (x2 +1)2
. ] >

Priklad. Najdéme neurcity integral

/ 1—z+ 222 — 28
dz.
z(x2 + 1)2

Reseni. Zde plati:

1—z+ 222 — 28 A Bx+C Dz + FE
= —+ + .
z(z? +1)2 x z2 +1 (z? 4+ 1)2

Pokud tuto rovnost roznasobime vyrazem z(z% + 1)2, dostaneme:

1—z+222—23=A(2*+1)2+ (Bz + O)z(2®* + 1) + (Dz + E)z
= A(z* 4+ 22° +1) + B(z* + 2*) + C(«* + ) + Dz* + Ex
= (A+ B)z* + Cz® + (2A+ B+ D)2* + (C + E)z + A.

Odtud vyplyva, ze:
A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2, C+E=-1, A=1

Resenimjetedy: A =1,B= —1,C = —1,D = 1, E = 0. Potom Ize uvést dany

neurcity integral do tvaru:
1— 9 2 .3
/ x + 2z wdw:/<l_w+l+ x )da::
z(x? +1)2 r  z2+1  (22+1)2
1 d d
:/_dx_/ i da,-_/ i +/L:
x z2+1 z?+1 (z241)2
1

1
=In|z| — Eln(azz +1) — arctanz — M +C.

Priklad. Polozme



d
Ik:/—m, k=1,2,3,....
(22 + a?)k

Integraci per partes zjistime, ze:

dx x z2dx
I, = = +2k | ——m =
(22 +a2)F (22 + a2 (22 + a?)k+1
x (22 + a?) — a®
(22 + a2)k + 2k/ (22 + a2)k+1 d =

_ z o2

Odtud Ize odvodit rekurzivni formuli:

1 T n 2k —1
2ka® (z2 + a?)k 2ka?

Iy = 1.

Pfipomenme, Ze:

I = / du = laurctan(%) + C.

2 +a®> a

# hledejme neurcity integrdl funkce f(x)

import sympy as sp

from sympy import *

from IPython.display import display, Math, Latex

X = sp.Symbol('x'

f = (4 % x**2 - 6 * x + 5)/ (x*¥*¥2 - 4 * x + 5)

int_f = sp.integrate(f, x)

display(Math(r"\int %s \, dx = %s + C" % (sp.latex(f), sp.latex(int_f))))

derivace = sp.diff(4 * x + 5 * sp.log(x**2 - 4 * x + 5) + 5 * sp.atan(x - 2), x)
display(Math(r"\frac{d}{dx} (%s + C) = %s" % (sp.latex(int_f), sp.latex(derivac

422 — 6z +5
———  — drx =4z +5log (> — 4z + 5) + 5atan (z — 2) + C
/w2—4x—|—5 g( ) ( )

42> — 6x + 5

d 2

X

1 7

2 2
T+ +2=(z+ =) +—.
( 2) 4

Pokud polozime

Tak pak



Necht napfiklad Q(z) = 2x2 + 3z + 5. Transformuijte tento trojclen do tvaru
Q(z) =2+ (u? + a?).

3 5 3 9 9 5
2?4 3r 45 =2+ St D) =2 St — — = 42—
Q(x) z° + 3z + (z -|-2:L'+2) (z +2£U+16 16+2)
3., 31
— 9oz + o)+ 2.
(ORI

Spocitejme pak integral $$ \int \frac{dx}{Q(x)} = \frac{1{2\int \frac{dx}H{(x + \frac{3H4})*2
+ \frac{31}{16}} =

= \left Ju = x + \frac{3H4Nright | = \frac{TH{2N\int\frac{duHu”2 + \frac{31}{16}} = $$

konec 12.3.

Nevlastni integraly

Nevlastni integraly vlivem nevlastni meze
Definice. (Nevlastni integral vlivem nevlastni meze).

(a) Existuje-li fat f(z) dz, kde t > a, pak definujeme:

/a " (@) da = tim / ) da,

pokud existuje limita na pravé strané a je konecna.

(b) Existuje-li ftb f(z) dz, kde t < b, pak definujeme:

b b
| f@do= tim [ fe)da,

pokud existuje limita na pravé strané a je konecna.

Nevlastni integraly faoo f(z)dz a f_boo f(z) dz fikdame, Ze konverguji, pokud
odpovidajici limity existuji a jsou konecné. Dale fikame, ze diverguji, pokud odpovidajici
limity neexistuji nebo jsou nevlastni.

(c) Pokud oba nevlastni intergaly faoo f(z)dza ffoo f(z) dx konverguji, pak definujeme:

/_: f(z) dz — /aoof(m) dm+/_; f(z) da.

Na pravé strané Ize zvolit a € R libovolné.

Priklad. Vypocitejme hodnotu nevlastniho integralu:



/ idar;.
1 @

Reseni. Zjistime, Ze:

tq 17 1

Potom Ize psat:

/ — dz = lim A(t) = lim (1——):1.
1 T t—00 t—00 t

-y

area=1

Piiklad. Zjistéme, zdali konverguje integral [, %lnw dz.

Podle casti (a) definice mame:

*1 t1
/ —dz = lim —dz = lim [Int —Inl] = lim Int = oco.
1

T t—oo J1 T t—o00 t—o00

Uvedena limita neexistuje jako konecna limita a tedy integral floo %dm diverguje.

Priklad. Vypocitame integral f_oo L da.

00 z2+1



Reseni. Podle ¢asti (c) definice mame:

© 1 o 1 © 1
/ 5 dw:/ > dw—i—/ > dx.
oo T4+ 1 oo 4+ 1 o x°+1

Dale vypocitejme oba nevlastni integraly na pravé strané:

* 1 !
/ dz = lim dz = lim [arctan z];
0 2 +1 t—oo Jq 2 +1 t—00

T
= lim [arctant — arctan 0] = lim arctant = —.
t—00 t—00 2

0 0
/ 5 dx = lim dx = lim [arctan m]?
oo I+ 1 t——o0 J; 2+ 1 t——o00
. . ™
= lim [arctan0 — arctant] = lim (—arctant) = —.
t——o00 t——o00 2

Tedy

© 1 R | * 1
/ dw:/ dw+/ dw:1+zz7r.
oo L2+ 1 | 0o x241 2 2

# @title

# Zobrazme graf funkce 1/(x"2 + 1)

import sympy as sp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex

# Initialize symbolic variable and define the function
X = sp.Symbol('x")
f =1/ (x*¥*2 + 1)

# Display the function using LaTeX representation
display(Math(r"f(x) = %s" % sp.latex(f)))

# Create an array of x-values and compute the corresponding y-values
x_vals = np.linspace(-5, 5, 400)

f_lambdified = sp.lambdify(x, f, "numpy™)

y_vals = f_lambdified(x_vals)

# Plot the function using matplotlib

plt.plot(x_vals, y vals, label="f(x) =1 / (x*2 + 1)")
plt.title('Graf funkce f(x) =1 / (x*2 + 1)")
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('f(x)")

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()




Graf funkce f(x) =1/ (x"2 + 1)

1.0 — fix)=1/(x"2 + 1)

0.8

0.6 1

fix)

0.4 1

0.2 1

0.0 -

Priklad. Vypocitejme, ze funkce ¢ : R — R je sudou funkdi, tj.
¢(—z) = ¢(z) pro vSechna z € R.
Dale predpokladejme, Ze konverguje nevlastni integral f;o ©(s) ds pro néjaké x € R.
Potom $$
Nevlastni integraly vlivem neomezenosti integrandu

Definice. (a) Necht méa funkce f integral fat f(z) dzx pro kazdé t € (a,b) a necht ma
funkce f vertikalni asymptotu pro @ = b (Viz obrazek.) Pokud existuje konec¢na limita

limy_p— fat f(z) dz, pak definujeme:

/abf(:c) dzx = tl_lgl_/atf(m) dz.

-y

0 a t b




(b) Necht' ma funkce f integral ftb f(z) dx pro kazdé t € (a, b) a necht ma funkce f
vertikalni asymptotu pro & = a (Viz obrazek.) Pokud existuje konecna limita

limy o ftb f(z) dz, pak definujeme:

t—a+

/a ' @) d — 1im /t ' o) da.

Ya

=Y

0 at b

(c) Necht @ < ¢ < b a necht integraly fac f(z)dz a fcb f(x)dz jsou konvergentni. Pak

definujeme:
b c b
[ @~ [ s@s+ [ sy,
YVa
0 a c b X

- v v . o , 5
Priklad: VySetieme konvergenci nevlastniho integralu f2 ﬁ dz.
o

Reseni. Podotknéme, Ze funkce f(z) = 1/+/z — 2 ma vertikalni asymptotu v bodé
x = 2. Funkce f je tedy nespojita v levém krajnim bodé intervalu (2, 5). Nyni budeme

aplikovat cast (b) z definice:



/5 dx . /5 dx

—— = lim e

2 z—2 22 J N\ —2
= lim 2z 2]

t—2+

= lim 2(v3 - VF=2) = 2//3.

# Zobrazime graf funkce f(x) = \frac{l1}{\sqrt{x - 2}}
# pomocil sympy a matplotlib

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex

display(Math(r"f(x) = \frac{1}{\sqrt{x - 2}}"))

# vytvorime 100 hodnot x v intervalu [a,b], kde a = 2.0001 a b = 5.0
a = 2.0001

b =5.0

x_values = np.linspace(a, b, 100)

y =1 / np.sqrt(x_values - 2) # pouzZijeme numpy pro vypocet hodnot y

plt.plot(x_values, y, label=r"$f(x)$") # r"" znamend, Ze retézec je raw string
# pridejme plot primky x = 2

plt.axvline(x=2, color='r")

# vySrafujme plochu pod grafem na intervalu (2, 5)

plt.fill between(x_values, y, where=(x_values > 2) & (x_values < 5), color="ligh

plt.legend()

plt.ylim(@, 10) # nastavime rozsah osy y
# pridejme plot obou os

plt.axhline(y=0, color="k")
plt.axvline(x=0, color="k")

plt.show() # zobrazime graf

1

fe)=—7—



10

— fix)
8
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4_
2_
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Taylortiv polynom

Definice. M&me funkci f na intervalu (a,b) a bod z¢ € (a,b). Pfedpokladejme, ze
funkce f ma v bodé x, n-tou derivaci f® (z). Potom polynom

f" (o) 5 £ (o)

o (z — z0) +-~'+T(m—wo)”

Pu(z) = f(zo) + f'(20)(z — 20) +
se nazyva Taylorav polynom nejvyse n-tého stupné funkce f v bodé xg.
Véta. Plati P, (z,) = f(zo) a P (z0) = f®(zp) prok = 0,1,...,n.

# Napisme program, Rtery najde Tayloriv polynom P_n(x) pro funkci f(x) v bodé x
# a poté vykresli graf funkce f(x) a jejiho Taylorova polynomu P_n(x) v interval
import sympy as sp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex

sp.init_printing(use_latex="mathjax")

X = sp.Symbol('x")
f = sp.sin(x)

X0 = 0

n=>5

# Zobrazime predpis funkce y = f(x)
display(Math(r"f(x) = %s" % sp.latex(f)))

# vytvorime Taylordv polynom P_n(x) pro funkci f(x) v bodé x = x_©
P = sp.series(f, x, x0, n).removeO()



# zobrazime predpis Taylorova polynomu P_n(x)
display(Math(r"P_%s(x) = %s" % (n, sp.latex(P))))

# vytvorime funkci P_n(x) z Taylorova polynomu P_n(x)
P_func = sp.lambdify(x, P, 'numpy"')

# vytvorime funkci f(x)
f _func = sp.lambdify(x, f, "numpy")

# vytvorime interval [x © - 1, x 0 + 1]
x_values = np.linspace(x® - 2, x0 + 2, 100)

# vypocteme hodnoty funkce f(x) a jejiho Taylorova polynomu P_n(x) v intervalu [
yl = f_func(x_values)
y2 = P_func(x_values)

# vykreslime graf
plt.plot(x_values, yl, label=r"$f(x)$")
plt.plot(x_values, y2, label=r"$P_%d(x)$" % n)

# zobrazime bod dotyku [x 0,f(x_0)]
plt.plot(x@, f_func(x@), 'o', color="black")

# zobrazime osy x a y
plt.axhline(y=0, color="k")
plt.axvline(x=0, color="k")

plt.legend()
plt.show()

#(@) = sin (a)

3
xXr
f%(w):: —-7;‘%-%
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Véta (B. Taylor, 1715). Necht n € N a f : (a,b) — R ma spojité derivace ) pro
k=0,1,...,n naintervalu (a,b) a derivace f("*1) existuje na intervalu (a, b). Jestlize

pak zy € (a,b), potom pro kazdé = € (a,b) existuje bod c lezici mezi z¢ a z a plati:

an (n) T (n+

f(z) = f(z0) + f'(z0)(z — o) + 4 ;,0) (w—w0)2+---+f—(,0)(w—$o)n+ /
: n! (n_+
x ] >

https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor%27s_theorem

Diikaz. Mecht jsou body z, z¢ libovolné zvoleny v intervalu (a, b). Dale necht' J
oznacuje uzavreny interval, jehoz krajni body jsou x a . Potom pro kazdét € J

polozme:
PO = 1)~ 10) - 10 0~ L0 e L0
Potom plati:
po— L0y

Nyni definujme na intervalu J funkci G predpisem:

r—t

n+1
) F(xzp), teJ.
r — X9

G(t) = F(t) — <


https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor%27s_theorem

Déle z definice funkce G : J — R vyplyva, Ze splnuje predpoklady Rolleovy véty. Proto
existuje bod ¢ € int(J), pro ktery plati:
(z — )"

0=G'(¢)=F'(¢c)+ (n+ 1)mF(m0).

Z posledniho vyjadreni plyne:

1 (:L' o :80)"+1
T n+1 (x —c)m
1 (z—xz)"™ (z—c)" (nt1)
T hti1 (z —c)m n! f " (c)
£ )

(n+1)!

F(xo) = F'(c)

({IZ — )n+1'

Odsud jiz vyplyva dokazované tvrzeni. []

Pro tzv. zbytek v Lagrangeové tvaru zavedeme oznaceni:

B B f(n—i—l) (C) -
Ry(z) == f(z) — Pu(z) = m(«’f —x)" .

Véta (Zbytek v integralni formé). Predpokladejme, Ze funkce f ma na intervalu

I = (a,b) derivace f® prok=1,2,...,n + 1 aderivace f™*1) ma Riemanniv
integral na I. Potom plati:
"(a "(a f(n) a
f(b) = f(a) + fl(')(b—a)+ f2(' )(b—a)2+ + '( )(b—a)"+Rn, (a

kde R, je zbytek ve tvaru:

1 b

R, = — / FOI@) - (b —t)" dt. (b)
n! J,

4 G >

Ditikaz. Pokud budeme aplikovat integraci metodou per partes na integral z (b),

dostaneme:
N O
N P YT 1 P e
=000 e [0 6
7(a)

_ IR S LA PR
= (b—a) +(n_1)!/Gf (t)-(b—2t)" " dt

n!

Opétovnym pouzitim integrace metodou per partes pak dostaneme dokazovanou
rovnost (a). [



P¥iklad. Najdéme aproximaci funkce f(z) = +/1 + « pomoci Taylorova polynomu Ps(x)
vbodé g = 0akdez > —1.

Reseni.
/ 1 —2/3 / 1
fla)= 5 VITE = f(0)=3
2 _ 2
f@) = —= WTTE = ['(0)= 2.
Potom

f(z) = Py(z) + Reo(x) =1+ %az — %:132 + Ry(z),

kde Ra(z) = %f’”(c)m?’ = %(1 + ¢)8/323 pro néjaky bod ¢ lezici mezi 0 a z.

Nyni odhadnéme velikost zbytku Ra(z) pro & = 0.3. Potom lze vycislit P»(0.3) = 1.09
coz je aproximace funkéni hodnoty £(0.3) = +/1.3. Protoze je nyni ¢ > 0, plati odhad:
(14 ¢)~8/% < 1aproto

5 1
R,(0.3) < —0.3% = —.
2(0.3) < 81 600

Priklad. Vypocitejme hodnotu e s presnosti na 5 desetinnych mist pomoci Taylorova

polynomu.

Reseni. Uvazujme funkci f(z) = e®. Najdéme pak Taylordv polynom P, (z) v bodé
xy = 0. Protoze f¥)(z) = e* prok = 0,1, 2,..., Ize zjistit, Ze

f®0O)=1 VkeN.

Potom mame:

x? z® z"

Py(z)=1+z+ or + 37 + e+ R

Nyni pro = 1 hledejme n takové, ze | P,(1) — e| < 107°. Tedy

|R,(1)] < 107°.

Pokud pouzijeme Lagrangeuv zbytek, dostaneme:

eC

R,(1) = CEEE
3

(nr 1! < 107°. Odtud Ize zjistit,

kde 0 < ¢ < 1. Protoze e¢ < 3, hledejme n takové, ze

zen = 8.

# napisSme funkci, Rterd vraci hodnotu vyrazu 3 / (n + 1)!
import sympy as sp



def f(n):
return 3 / sp.factorial(n + 1)

n=1
while True:
if f(n) < 10**(-5):

break
n+=1
print("n = ", n)
n= 8
Tedy

~P(l)=1+1 1 1 1 1 1 1 1—271828
e~ P3(1) + +§+§+Z+a+a+g+8—

> 1
e= lim Pn(1):2k—

n—00
k=0

Priklad. Ukazme s pomoci Taylorovy véty, ze pro > 0 plati e* > 1 + . Odtud
vyvod'me nerovnost

™

e =l F(l) =

B
Il
o

]2
=)

Reseni. Jak jiz vime z predchoziho pfikladu, plati:

2 3 n
xXr X X
_1+w+2—+?+ +E+Rn(m)’

kde R, (z) = —= - pro néjaké 0 < ¢ < z. Odtud plyne:

(n+1)!

:Pl(:L')-l—Rl(:c):1+w+R1(m):1+w+%m2>1+w,
nebotJe—ac > 0.

# vytvorme nyni graf funkce y = e*x ay =1 + x
import sympy as sp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex

sp.init_printing(use_latex="mathjax")

X = sp.Symbol('x")
f = sp.exp(x)
g=1+Xx



b = 10

x_values = np.linspace(a, b, 100) # vytvorime 100 hodnot x v intervalu [a,b]

yl = [f.subs(x, x1) for x1 in x_values] # vypocitdme hodnoty funkce f(x) pro ka
yl = np.array(yl) # prevedeme na numpy pole

y2 = [g.subs(x, x1) for x1 in x_values]

y2 = np.array(y2) # prevedeme na numpy pole

plt.plot(x_values, yl, label=r"$e”x$") # vykreslime graf funkce f(x)
plt.plot(x_values, y2, label=r"$1 + x$") # vykreslime graf funkce g(x)
plt.legend() # zobrazime Legendu

plt.ylim(-1, 100) # nastavime rozsah osy ybb

# pridejme plot obou os

plt.axhline(y=0, color="k")

plt.axvline(x=0, color="k")

plt.show() # zobrazime graf

100

- 14 x

80

60 1

40 7
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Protoze jak vime m > e, mdme z = w/e — 1 > 0. Tedy
€l > 14 (n/e—1) = /e

To implikuje, 7e €™/¢ > (/€)e = m. Tudiz ™ > m°. []



