Nekonecné ciselné rady

Zakladni definice

Definice 1. Uvazujme ¢iselnou posloupnost X = (a,, ),cn. Potom vyraz
a +ayFagt-tan - (1)

budeme nazyvat nekonecnou ciselnou fadou. Pro oznaceni fady pouzijeme symbol
oo
g a,,, nebo zkracené E Qay,.
n=1

S nekoneénou ¢iselnou fadou > a,, je spojena tzv. posloupnost éasteénych souétu

§1 = aq
S2 = a1+ az
s3 =a; +as +as

Sp=a1+a2+a3+---+an

00
=1

Definice. Uvazujme nekonecnou ciselnou fadu Zn an, Sy necht oznacuje tzv. n-ty

castecny soucet dany vztahem

n
Sp = g a; =a1+az+ -+ ap.
i=1

Je-li posloupnost ¢astecnych souctu s,, konvergentni a s = lim,,_,, sy, pak fadu

o0 ;s e . . sos v v .
> n—1 @n Nazyvame konvergentni a limitu s nazyvame souctem ¥ady. Je-li posloupnost
castecnych souctl divergentni, pak fadu nazyvame divergentni.

Pokud je limita lim,_, o S, rovna 00, pak rikame, ze rada diverguje k 4-oo.
Jestlize limita lim,,_,, s,, neexistuje, pak fikdame, Ze fada osciluje.

Priklad. Uvazme posloupnost cisel a,, = . Zjistéme, zda je rada Zzozl an

1
n(n+1)
konvergentni a pfipadné spocitejme jeji soucet.

Reseni. Zjistime, zda je posloupnost ¢astecnych souctl s, konvergentni. Pron € N
mame

S_z": LN SR S
"4+l 1.2 2-3 n(n+1)




Kazdy clen ) Ize rozlozit na rozdil dvou parcialnich zlomkd:

1 1 1
i(i+1) 4 i1

Potom mame:

- I

n (] l
=2 f(f+1)=§(7_f+|)

n+1
Tedy
1
hmsn—hm(l— >:1— =1
n—00 —00 n+1
Odtud vyplyva pro soucet:
[o.@]
z n(n+1)

n=1

A
]__ .-n"".-.
-.'- {jn}
'. {an}
-'inontinlollﬁﬁ*‘;
U f

Suma geometricke rady

Dulezitym prikladem nekonené geometrické rady je tzv. geometricka rada:



o
Zaq”‘l:a+aq+aq2+aq3+---+aqn_l+--"
n=1

Parametr q je tzv. kvocient geometrické rady. Je-lia # 0 a ¢ = 1, pak

S, =a+a+a+...=mnaas, — Foo. Nebot je vtomto pripadé je posloupnost
Castecnych souctd divergentni, je divergentni i geometricka fada. Je-li a = 0, pak
$=0+0+0+...=0as, — 0.

Je-liq # 1, pak

sn=a+aq+aq’* +ag®+...+aq"?
gsn=0+4+ag+ag®+ag®+... +aq" ' + ag"

Pokud od prvni rovnice odecteme druhou rovnici, obdrzime:
Sn—qsp =a—aq" =a(l—q").

Nyni Ize vyjadrit sy, v uzavieném tvaru:

Pokud |g| < 1, pak ¢" — 0 pro n — oo a tedy

. . a(l—q") a
lim s, = lim = .
n—00 n—00 1— q 1— q

Je-li tedy |g| < 1, pak je geometricka fada konvergentni a pro jeji soucet plati:

Priklad. Najdéme soucet geometrické rady

5 10 n 20 40 n
3 9 27 T
Reseni. Prvnim ¢lenem je a = 5, kvocientem je g = —%. Protoze |q| < 1, geometricka

rada je konvergentni a jeji soucet je

Priklad. Vysetieme konvergenci resp. divergenci rady
0]

Z 22n317n.

n=1

Reseni. Vyjadfeme n-ty &len fady ve tvaru ag™



4" 4 n—1
2n9l-n __ (92\nq—(n—1) _ _ -
g2ngl-n _ (92)n3 _3n1_4( ) .

Tedy

0 N 0 é n—1
> 23 _Z4<3) :

Druhou metodou jak urcit parametry a a ¢ geometrické rady je rozepsani sumy:

> 16 64 256
omgl-n — g4 “ 4 - 4 T
; * 3 + 9 + 27 *

Z predchoziho plyne, zea = 4aq = %. Protoze |q| > 1, geometricka fada je

divergentni.

Harmonicka rada

Harmonickou fadou nazyvame radu:

i 1 1 n 1 n 1 n 1 .
—n 1 2 3 4
Tato rfada je divergentni.
Duikaz. Uvazujme vybranou posloupnost ¢astecnych souctl: so, sy, Sg, - - .. Potom
5y = ] + %

si=l+i+ 3+ ) >1++ L+ =1+2

s=1+3+(GE+3)+G+s+7+%)
>1+5+G+)+G+rs+s+a)
—l+3+3+3=1+3

se=1+3+G+7)+ G+ +g)+ G+ +5)
>+t G+ D+ G+ D) (R L
=1+4+3+3+3+3=1+3

Obecné lze ukazat, ze



n
32n>1—|—5, n=123,...

Odtud plyne: san — 0o pro n — oo. Tedy s, — 0o pro n — oo. Rada je tudiz
divergentni.

Zakladni vlastnosti konvergentnich rad

Véta. Pokud je fada Zzozl an konvergentni, pak plati:
g, an = 0.

Dtikaz. Pro n > 2 plati: a,, = s, — sn—1. Z konergence rady Zzozl an plyne: s, — s.Z
toho plyne: s, — sp—1 — s — s = 0. Tedy lim,,_, o0 a,, = 0.L]

Priklad. Uvazujme nekonecnou radu:

o
(-)" ' =1-1+4+1-1+....
=1

n

Poznamka. Predchozi vétu nelze obratit jak Ize demonstrovat na prikladu harmonické
rady 27010:1 % Tato fada diverguje, ale lim,, % = 0. Pfedchozi véta je tedy pouze

nutnou podminkou konvergenci rady.

Priklad. Dokazme divergenci fady

S
“~ 52 +4
Reseni.
: : n’ , 1 1
lim ap, = lim ——— = lim =—#0.
n—»00 n—o0 Bn2 4 4 oo B 4 4 5
n2

Nebot pro tuto fadu neni splnéna nutna podminka konvergence, je fada tudiz
divergentni.l]

Véta. Predpokladejme, zZe fady > a, a > by, jsou konvergentni. Pak konverguiji i fady
> cay, (kde c je konstanta), > (an + by), >_(a, — by) a plati:

(i) ca, =cd ay,
(i) Y (an +bn) =D an+ > bp,
(“i) Z(an - bn) - Zan - an

Dtikaz. Dokazme napf. ¢ast (ii). Ostatni dvé casti se dokazuji podobné. Polozme:



Jestlize pak u, = Z?:l (ai + bi), pak up, = s, + t,. Z konvergencifad > an a . by,
plyne: s, +t, — s+ t. Tedy u, — s + t. Tedy > (a, + b,) = > a, +>_b,0

Priklad. Najdéme soucet rfady

Nyni podle predchozi véty, casti (ii), dana rfada konverguje a jeji soucet je

n=1 nn+1)

Integralni test konvergence rady

Véta. Necht {ay } je klesajici nezaporna posloupnost, n > 1, a f(x) je klesajici, spojita a
nezaporna funkce na intervalu [1, 00), takova ze f(n) = a,. Potom (iselna rada

Zn 1 @, konverguje pravé tehdy, kdyZ nevlastni integral f1 z) dx konverguije.

Zde mame tfi jednoduché priklady, na které mizeme aplikovat Integralni test
konvergence Ciselné fady:

vrs v v . v s v o0
Priklad 1: Ovéfme konvergenci Ciselné fady >~ —.

N v v . v s v o
Priklad 2: Ovéfme konvergenci Ciselné fady >~ —.

1

Priklad 3: Ovérme konvergenci Ciselné fady Zfzz PYRESER

V kazdém prikladu si nejprve najdeme odpovidajici klesajici, spojitou a nezapornou
funkci f(z), ktera splnuje podminky Integralniho testu. Poté spocitdme nevlastni integral
floo f(z),dz a uréime, zda konverguje ¢i diverguje. Na zakladé vysledku integralu

mUzeme poté urcit, zda Ciselna rada konverguje nebo diverguje.



Okomentujme nejdfive Priklad 1. VSimnéme si nasledujiciho obrazku:

=

area =

]
3]

g
n -+
-

1 1 1
area = — area=—5 area = —5 area =

U||._
o

Je zfejmé, Ze suma obsah( jednotlivych obdélnikd je rovna sumé:

1 1 1 1 =1
—+—+—+—+—+ :§ —
12 22 32 42 2

Déle je zfejmé, ze pro kazdy castecny soucet této Ciselné fady plati horni odhad:

k 00
1 1 1
——E —2§— / —dz = 2.
2 1 2

x

Tedy posloupnost ¢aste¢nych soucti {si} je rostouci a shora omezenou posloupnosti.
Tudiz je posloupnost {s;} konvergentni. To znamen4, Ze dana fada je konvergentni.[]

Poznamka. L. Euler dokazal, Ze plati pro soucet této rady:

1
PE RS

n=1

2

konec 26.3.

Resme jako ukazku aplikace integralniho kritéria Piiklad 3. Chceme ovérit

konvergenci ¢iselné rady Z;’; . Nejprve najdeme odpovidajici klesajici, spojitou a

_1
L n(lnn)?
nezapornou funkci f(z), ktera spliiuje podminky Integralniho testu:

f(z) = m kde > 2 (pro = 1 neni funkce definovana, protoze In1 = 0).

Nyni spocitdme nevlastni integral fzoo f(z),dz:

o 1
f2 x(lnm)z’dw'

Pro feseni tohoto integralu pouZijeme substituci u = In x, coz znamena, ze du = %d:r:.

Také upravime meze integrace:

Kdyz x = 2, pak u = In 2. Kdyz & — 00, pak u — o0. Integral poté vypada takto:



oo 1
In2 u—2,du

Tento integral je nyni jednodussi a mizeme ho resit pomoci pravidla pro integraci
mocninnych funkci:

un+1
n+1

fu", du = + C kden # —1.

PouZijeme toto pravidlo na nas integral:
(@]
oo 1 _ |1
n2 7o 4 = [ “]1112'
Nyni zjistime hodnotu integralu v meznich hodnotéch:

fimoe (—3) = (=57) = 0= 5 = 55

v s, . [e.] . v, ;v [ee] 1
ProtoZe nevlastni integrél f2 f(z), dz konverguje, ciselna fada D

) také

konverguje podle Integralniho testu konvergence.

o 1
n=1 n

Véta. Harmonicka fada je divergentni fadou.

Dtikaz. Pro dlikaz divergence uzijeme Integralniho testu konvergence. Nejprve najdeme
odpovidajici klesajici, spojitou a nezapornou funkci f(x), ktera spliiuje podminky
Integralniho testu:

1
Nyni spocitdme nevlastni integral floo f(z),dz:

1 o .
/1 ;,da:: [In z]; :tliglo (Int) — (In1)] = 00 — 0 = oo.

00 1

ProtoZe nevlastni integral floo f(z), dz diverguje, ciselna fada ) |~ - také diverguje

podle Integralniho testu konvergence.[]

o Inn

Pfiklad. Pomoci integralniho kritéria zjistéte, zda je fada )~ , —— konvergentni nebo

divergentni.

Reseni. Nejprve najdeme odpovidajici klesajici, spojitou a nezapornou funkci f(z), ktera
splfuje podminky Integralniho testu:
_ Inz

f(:L‘)—T, 3}21.



ool tl
/ ﬂdwzlim ﬂ,dw
1

T tooo )1 T

. [(lnm)2]
2

Je ziejmé, ze pro z > 1je f(z) > 0 a f je zde spojitou funkci. Zfejmé ovéem neni, jak je
to s monoténnosti f(z). Zkusime tedy vypocitat derivaci f'(z):

1 Inz l1—-Inz
! —_— —
f (m) - 372 .'B2 - .'B2

Z tohoto vyrazu je zfejmé, ze f'(x) < 0 pro z > 1. Tedy f(z) je klesajici funkce. Nyni
v s ;. , o
spocitame nevlastni integral fl f(z),dx:

v , P o T sy oo 1 JORT .
ProtoZe uvedeny nevlastni integral diverguje, Ciselna fada >~ % také diverguje

podle Integralniho testu konvergence.[]

Véta (Odhad zbytku fady). Pokud je f(k) = ax, kde f je spojita, kladna a klesajici
funkce pro x > m afada ) a, je konvergentni, pak je-li R, = s — s,,, potom

/n : f(z)dz < Ry < / " f@)da.

Dtikaz. Zde je

Rn:s_sn:an+1+an+2+an+3+"'

Potom jak ukazuje obrazek dole, plati:

o0

Rn :an+1+an+2+an+3+"' < / f(w),d.’t

n

YA
\J =/
[I"_,_] ﬂn+2
0 n n+l1 n+2 X

Déle plati:



R, = Apy1 + Qpig + -0 e 2 / f(:L')d:I}
n+1

Viz nasledujici obrazek.

VA

a
n+l | dyso

n n+l n+2

Priklad. Jak je mozné snadno zjistit pouzitim integralniho kritéria, fada

je konvergentni.

(a) Aproximujme soucet této fady pomoci sumy jejich deseti prvnich ¢len(:

Lol L
n:1”3 13 93 103‘

Potom odhadnéme chybu, kterd nastane pfi pouziti této aproximace.

(b) Kolik ¢len(i fady je potfeba pouzit, aby byla chyba mensi nez 5 x 1042

o N v v - 4o 1
Reseni. Budeme pro rfeSeni obou Casti vypocitat nevlastni integral fn ey dx.

| , 1]t 1 1 1
—der=lm |-—| =lm|(——+ — ) = —.
n o x3 tooo | 222 ], tooo 22 2n? 2n?

(a) Aproximujme soucet této rady pomoci sumy jejich deseti prvnich ¢len(:

i 1 S i 1 1 + 1 + + 1 1.1975
— X s10 = — =4 — 4.+ — =1 .
= n nd 3 93 10°

Potom podle véty o odhadu zbytku fady odhadnéme chybu, kterd nastane pfi pouziti
této aproximace:

10 1133 200



(b) Abychom dosahli presnosti 5 x 10, znamena to, e chceme, aby pro n dostate¢né
velké platilo:

R, <5x 104

Nebot'je

potiebujeme, aby platilo:

1 <5x 1074
2n?2

# Napisme skript, kde najdeme nejmensi n
# takové, Ze bude platit podminka: 1 / (2*n**2) < 5*10**(-4)
import sympy as sp
n=1
while True:

if 1 / (2*n**2) <= 5*10**(-4):

break
n+=1

print("n =", n)
= 32

Podle vyse uvedeného numerického experimentu je tedy potieba pouzit n = 32 ¢lend
fady, aby byla chyba mensi nez 5 x 10~4.0J

Poznamka. Pokud se vratime k odhadu zbytku rady
09} o
[ f@rde<h< [ f@)ds,
n+1 n

pak s vyuzitim vztahu s,, + R, = s dostaneme snadno z pfedchozich odhad:

sn+/7:1f($)d$§SSsn—i-/noof(m)dm. (*)

Priklad. Vyuzijme odhady (*) a ¢astecny soucet s1¢ fady 220:1 % k odhadu souctu této

rady.

Reseni. Podle vye uvedeného odhadu (*):

<1 <1
310+/ —desSle—F/ — dz.
n o 3 10 3

Jak jiz vime,



tudiz plati:

< s <810+

S10 + < .
T o11) 2(10)2

Uzitim hodnoty s19 &~ 1.197532, dostaneme:

1.201664 < s < 1.202532.

Pokud budeme napfiklad aproximovat soucet pomoci stfedu tohoto intervalu,

dostaneme:

__ 1.201664 + 1.202532
- 2

s = 1.2021,

s chybou mensi nez je polovina délky intervalu, tedy 0.0005. Vidime tedy, ze k docileni

chyby mensi nez 5 x 104 staci pouzit pouze deset ¢lend rady.[]

Srovnavaci kritérium

Véta. Predpokladejme, zZe fady > a, a > b, jsou fady s nezapornymi ¢leny.

(i) Pokud je > by, konvergentni a pro kazdé n plati a, < by, pak je > a,, konvergentni.
(i) Pokud je > b, divergentni a pro kazdé n plati a,, > b, pak je > a,, divergentni.
Dtikaz. Dkaz provedte sami.[]

Véta. () Rada > | % je konvergentni prop > 1.

(ii) Rada Zf;l % je divergentni prop < 1.

(iii) Rada 220:1 aq™ ! je konvergentni, pravé tehdy, kdyz |q| < 1.

Priklad. Zjistéte, zda je fada > | konvergentni nebo je divergentni.

00 5
n=1 2n2+4n+3

Reseni. Podle véty o srovnavacim kritériu je fada konvergentni. Srovnejme danou fadu s

fadou Zzozl 2—22 ktera je konvergentni. Plati totiz

5 - 5
2 +4n+3 ~ 2n2’

pro kazdé n. Nerovnost je zfejmé platna nebot je jmenovatel na levé strané vétsi nez je
jmenovatel na pravé strané. Dale vime

o0 o

5 5 1

— == — <o

DBl Dhe
n=1 2n 2 n—1 "

Odtud s vyuzitim véty o srovnavacim kritériu (Cast (i)) vyplyva, Ze rfada Zflo:l Win% je

konvergentni.[]



Poznamka. Podminky a,, < b, resp. a,, > b, ovéfit pron > N, kde N je dostate¢né
velké fixované prirozené Cislo.

Priklad. Zjistéte, zda je rada Zzozl % konvergentni nebo je divergentni.

Reseni. Snadno zde zjistime, Ze In k > 1 pro kazdé k > 3. Tedy plati:

lnk> 1
k K’

Ink

Jelikoz jak vime, tak fada >, %je divergentni, tak i fada Y -, — Je divergentni.C]

Alternujici rady a pojem absolutni konvergence

s v

Alternujici fadou nebo Fadou se stfidavymi znaménky rozumime fadu, jejiz ¢leny
stfidaji znaménka. Napfiklad jsou to tyto rady:
1 1 1 1 1 1 = ) 1
l-——+ =4 —=-—=4+—=-—= — =1n2,
2 * 3 4 * 5 6 * 7 + Z n

n=1

nebo

(ST

5 6 7 >
_E+7_§+...:Z(_

n=1

23,
3 4

|
N | =

Z uvedenych prikladl je patrné, ze pro ¢leny téchto fad a, plati
a, = (—1)"71bn, resp. a, = (—1)"by,

kde b, > 0.

Véta (Leibnizovo kritérium). Rada

o0

D (-1)"by=b1—by+bg—bs+--- (by>0)
n=1

splnujici podminky:

(') bn+1 S bna Vn € N

je konvergentni.

Priklad. Uvazujme alternujici radu:

1 1

3 a7

1 = nfll
- =+ —§+---—Z(—1) -

NI

L1 11
2 5 6

Dokazme, Ze tato (Leibnizova) fada je konvergentni.



() b1 < by, nebot’ — § — pro kazdén > 1.
(ii) im0 b, = 0 nebot limy, o0 + = 0.
Tedy dané rada splnuje podminky (i) a (ii) a je konvergentni.L]

Priklad. Uvazujme alternujici radu:

Nyni b, = 42—21. Pak

nhﬁrgabn:nlg]& n—l_n%oo4 1_i

Tudiz nelze aplikovat Leibniho kritérium. Ovéfme déle, zdali je spInéna nutna podminka
konvergence lim,, ,, a,, = 0.

3n
li =1 —1)" .
Jim a,, = lim (—1)"——

Tato limita ovsem neexistuje. Tedy dana rada je divergentni.[]

Pojem absolutni konvergence

Je-li dana fada ) a,, potom uvazujme fadu absolutnich hodnot:

o0
3 fanl = laa] + las] + lag] + -

n=1

Definice. Rada Y a,, se nazyvé absolutné konvergentni, pokud je fada absolutnich
hodnot } |an| konvergentni.

Priklad. Uvazujme alternujici radu:

n=1

Tato rfada je absolutné konvergentni, jelikoz odpovidajici fada absolutnich hodnot

o0

n11 1 11 1
=S+ +5+5+
12 22 32 g2

n=

konverguje. Tedy fada > o, (—1)"* L — je absolutné konvergentni.[]

Véta. Je-li fada > a,, absolutné konvergentni, pak je tato fada konvergentni.

Priklad. Uvazujme fadu:



£t n2 12 92 32 42

2. cosn cos 1 cos 2 cos 3 cos4
> + + +

Jelikoz pro kazdé n € N plati

cosn

1
’
n2

<
n2

o0 cosn
n=1 p2

tak podle srovnavaciho testu Ize fici, ze fada ) | je absolutné konvergentni. Tedy

fada 37,7 <= je konvergentni.CJ

Podilové a odmocninoveé kritérium

Véta. (i) Jestlize limy, o0 | ==

= L < 1, pak fada ) a,, je absolutné konvergentni (a
také konvergentni).

An 1
Qn

(i) Jestlize lim,, o | 2L

= L > 1, nebo lim,,_, = 00, pak fada Y a,, je

divergentni.

(iii) Jestlize lim,,_, o,

Qnt1 _ v . ’ . ’
7' =1, pak fada }_ a,, je konvergentni nebo divergentni a nelze

ucinit zadné jednoznacné zévéry ohledné konvergence fady > ay.

Priklad. Vysetfeme konvergenci fady:

S

n=1

Reseni. Uzijme podilové kritérium, kde a,, = (—1)" 2

3"
(-1 (n+1)3
ani1| 3 (1P n
o el e o Rl
371
1/n+1 3_11+13_>1<1
-3\ n 3 n 3 7

o0

Z podilového kritéria pak vyplyva, Ze fada anl(—l)"g—j je absolutné konvergentni.[]

Priklad. Vysetieme konvergenci fady:

n

Reseni. Uzijme podilové kritérium, kde a,, = "—':
n.

Qi1 (n+ 1)1 g (n+1)(n+1)" np!

an (n+1)! T (n+1)n! o

= =|14+—| —e pron— oo.
n n




Protoze e > 1, tak podle podilového kritéria fada ZZO:

1 % je divergentni.LJ

Poznamka. Divergence plyne také z tzv. nutné podminky, jelikoz plati:

nm" n-m-----mn
a,=—= ——— Ein.
Al 1-2--nm

o0

Tedy posloupnost a,, nekonverguje k 0 pro n — oco. Tudiz fada ) _; Z—T: je divergentni.

n=

Priklad. VySetieme konvergenci rady Zf;l % s vyuzitim podilového kritéria. Nyni
1

an:E.

1/(n+1) n+1
= = — 1, pron — oo.
1/n n

an+1

an

Zde tedy nelze pouzit podilové kritérium.[]

Véta. (i) Jestlize lim,, .o v/|an| = L < 1, pak fada > ay, je absolutné konvergentni (a
také konvergentni).

(ii) Jestlize lim,, ,o v/|a,| = L > 1, nebo lim,, ,,, 1/|a,| = oo, pak fada Y a,, je

divergentni.

(iii) Jestlize lim,, o0 v/ ]an| = 1, pak nelze podle odmocninového kritéria rozhodnout o

konvergenci ¢i divergenci fady » | ay,.
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Rada > 7 <2n+3> je tedy absolutné konvergentni.[]
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ProtoZe posledni limita je rovna 1, nelze pro vysetieni konvergence ¢i divergence pouzit
odmocninové kritérium. Déle
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Jelikoz je tato limita rdizna od 0, tak neni spInéna nutna podminka pro konvergenci rady

n
> (n”?) . Tudiz dan4 fada je divergentni.[]



