Zkusebni otazky z Matematické analyzy
(MA2)

1. Primitivni funkce a neurcity integral

Pojem primitivni funkce predstavuje jeden z nejhlubsich vhledd matematické analyzy.
Jeho strategicky vyznam nespociva pouze v technickém usnadnéni vypoctd, ale v
odhaleni fundamentalniho inverzniho vztahu mezi operacemi derivovani (analyza lokalni
zmény) a integrovani (akumulace globalniho souctu). Zvladnuti tohoto konceptu je proto
nezbytnym predpokladem nejen pro aplikaci Newton-Leibnizovy formule, ale pro
skutecné pochopeni jednoty diferencialniho a integralniho poctu.

1. Definice primitivni funkce: Definujte primitivni funkci k funkci f na intervalu I. Uvedte
piklad funkce a jeji primitivni funkce na zékladé textu (napf. pro f(z) = z?).

2. Mnozina primitivnich funkci: Jaky je vztah mezi dvéma primitivnimi funkcemi ke
stejné funkci na daném intervalu? Jak Ize vyjadfit libovolnou primitivni funkci F'(z)
pokud zname jednu konkrétni primitivni funkci Fy(x)?

3. Definice neur¢itého integralu: Definujte neurcity integral [ f(z) dz . Jaky je jeho
vztah k primitivni funkci?

4. Integracni metoda per partes: Odvodte vzorec pro integraci metodou per partes z
pravidla pro derivaci soucinu dvou funkci. Vysvétlete, jaka je strategicka myslenka
této metody a aplikujte ji na priklad vypoctu z textu, napriklad flnm dx nebo
[t dt.

5. Substitu¢ni metoda: Zformulujte presné vétu o substituci v neurcitém integralu a
vysvétlete, jaké jsou jeji predpoklady. Aplikujte ji na vypocet integralu [ 1/2z + 1dz
podle postupu v textu.

6. Integrace racionalnich lomenych funkci: Jaky je obecny postup pfi integraci
racionalni lomené funkce P(z)/Q(x)? Vysvétlete, co znamena ryzi lomena funkce a
jak se provadi rozklad na parcialni zlomky pro rizné typy korenl polynomu ve
jmenovateli (redlné rizné, readlné nasobné, a pary komplexné sdruzenych korent). Na
jakém fundamentalnim tvrzeni z algebry je zaloZena existence tohoto rozkladu?

Uvedte priklad z textu.

Zvladnuti téchto algebraickych technik je nezbytnym néastrojem pro aplikaci integralniho

poctu na konkrétni problémy, jak uvidime v nasledujici kapitole o uréitém integralu.

2. Urcity integral

Urcity integral, historicky motivovany problémem vypoctu obsahu plochy pod kfivkou, je
formalné definovan jako limita tzv. Riemannovych integralnich souctl. Tento koncept
predstavuje jeden z vrchol( matematické analyzy, nebot prevadi intuitivni geometrickou
myslenku na rigorézni matematicky objekt. Nasledujici otazky testuji pochopeni této



definice, klicovych vlastnosti urcitého integralu a fundamentalni véty, ktera jej elegantné
propojuje s pojmem primitivni funkce.

1. Definice urcitého integralu: Definujte urcity integral fa f(z) dz jako limitu
Riemannovych integralnich souctd. Vysvétlete pojmy ekvidistantni déleni intervalu,
norma déleni, vybérové body a tvar Riemannova sou¢tu Y . | f(z})Az.

2. Geometricka interpretace: Jaka je geometricka interpretace urcitého integrélu
b v _ . . p . . .
fa f(z) dz v pfipadé, ze funkce f(z) je na intervalu (a, b) nezaporna? Co integral

reprezentuje, pokud funkce nabyva i zapornych hodnot?

3. Fundamentalni véta integralniho poctu (Newton-Leibnizova formule): Zformulujte
Newton-Leibnizovu formuli pro vypocet urcitého integralu. Jaké jsou jeji

predpoklady? Uvedte pfiklad vypoctu z textu, napfiklad fl?’(m2 + 2z — 4)dz.

4. Vlastnosti urcitého integralu: Uvedte a vysvétlete zakladni vlastnosti urcitého

integralu, konkrétné linearitu (fab [cf(z) + dg(z)] dx) a aditivitu vzhledem k mezim (

J¢ f(z)dz + [ f(z)dz = [} f(z) da).

5. Véta o substituci v urcitém integralu: Zformulujte vétu o substituci pro urcity integral.
ZdUraznéte, jak se transformuji meze integrace a proc je tento krok nezbytny.
. . 4
Demonstrujte na prikladu fo V2x + 1ldz.

6. Integrace per partes pro urcity integral: Uvedte vzorec pro metodu per partes u
uréitého integralu. Aplikujte jej na vypocet integralu € t_0M\arctan x $, dx.

7. Vztah grafu funkce a jeji primitivni funkce: Na zakladé poskytnutého grafu derivace f
nacrtnéte mozny graf funkce f. Vysvétlete, jak souvisi monotonie funkce f se

znaménkem jeji derivace f' a jak souvisi konvexita/konkavita funkce f s monotonii f'.

Teoreticky aparat urcitého integralu umoznuje prejit od abstraktnich definic k reseni
konkrétnich problémi v geometrii, fyzice a dalSich védnich oborech.

3. Aplikace integralniho poctu a nevlastni integraly

Koncept urcitého integralu se elegantné rozsifuje na reSeni praktickych geometrickych
problém, jako je vypocet obsah( slozitéjSich rovinnych obrazcli nebo objemd rotacnich
téles. Déle je mozné tento koncept zobecnit i pro pfipady, kdy integrujeme pres
neomezeny interval nebo funkci, ktera je na integracnim intervalu neomezena. Tim se
dostavame k pojmu nevlastniho integralu, ktery je klicovy pro analyzu konvergence v
mnoha oblastech matematiky.

1. Obsah plochy mezi kfivkami: Jak se vypocita obsah obrazce ohrani¢eného kfivkami y
= f(x) ay = g(x) na intervalu (a, b)? Uved'te vzorec a aplikujte ho na pfiklad nalezeni
obsahu mezi kiivkami y = e® a y = x na intervalu (0, 1).

2. Objem rotacniho télesa: Odvodte vzorec pro vypocet objemu télesa, které vznikne
rotaci obrazce pod grafem funkce y = f(x) kolem osy x na intervalu (a, b), s



vyuzitim obecné metody fezd, kde fezem je kruh o obsahu A(z) = 7[f(x)]?. Vzorec
jeV = 7rf )]? dz. Uvedte priklad vypoctu z textu, napfiklad pro y =/ na
(0,1).

3. Definice nevlastniho integralu vlivem meze: Definujte nevlastni integral prvniho

druhu (s nekone¢nou mezi), napfiklad faoo f(z) dz. Co znamend, Ze takovy integral

konverguje, respektive diverguje? Vypoctéte fooo e 3% dx.

4. Definice nevlastniho integralu vlivem integrandu: Definujte nevlastni integral

druhého druhu (s neomezenym integrandem), napfiklad pro funkci f(x)
neomezenou v bodé a na intervalu (a,b). Co znamena konvergence a divergence v
tomto pripadé? Vypoctéte ftl — da:

5. Singularita uvnitf intervalu: Jak postupujeme pfi vypoctu nevlastniho integralu,

pokud je bod nespojitosti (singularita) uvnitf integracniho intervalu, jako v pfipadé

1 . . . . .
ffl % dx? Vysvétlete, proc tento integral diverguje.

Od spojitych procesti popsanych integraci nyni prejdeme k jejich diskrétni analogii:

souctiim nekonec¢né mnoha clend, tedy k nekonecnym fadam.

4. Nekonecné ciselné rady

Nekonecna ¢iselna fada predstavuje soucet nekonec¢né mnoha ¢lend Ciselné

posloupnosti. Klicovou otazkou, ktera v této souvislosti vyvstava, je otazka konvergence:

ma takovy nekonecny soucet konec¢nou hodnotu? K jejimu zodpovézeni byla vyvinuta

fada kritérii (testd), kterd umoznuji analyzovat chovani fady bez nutnosti explicitné scitat

jeji Cleny.

1

. Definice konvergence rady: Definujte konvergenci a soucet nekonecné Ciselné rady

o0 , . v v s v, o
En:l a, pomoci posloupnosti castecnych soucta.

. Geometricka a harmonicka rada: Definujte geometrickou fadu. Pro jaké hodnoty

kvocientu g konverguje a jaky je jeji soucet? Pro¢ harmonicka rada 2211 %

diverguje, i kdyz spliiuje nutnou podminku konvergence?

. Nutna podminka konvergence: Zformulujte nutnou podminku konvergence rady

> a,. Pro¢ se jedna pouze o nutnou, nikoli postacujici podminku? Uvedte pfiklad

rady, ktera tuto podminku spliuje, ale presto diverguje.

. Integralni kritérium: Popiste integralni kritérium pro vysSetrfovani konvergence rad s

nezapornymi ¢leny. Jaké jsou predpoklady pro jeho pouziti? Vysvétlete pomoci
nacrtku, jak souvisi hodnota nevlastniho integralu floo z) dz s hodnotou souctu
fady > -, a, , a pro¢ je nerovnost Yoy a,, < [~ f(z)dx < Y7 | a, intuitivné

1

platna. Aplikujte kritérium k urceni konvergence fady Zn:2 )

. Srovnavaci kritérium: Vysvétlete srovnavaci kritérium pro rady s nezapornymi cleny.

5

Pouzijte ho k dlkazu konvergence rady En | Sdnis



6. Leibnizovo kritérium pro alternujici rady: Jaké jsou podminky Leibnizova kritéria pro

konvergenci alternujicich fad? Uvedte priklad rady, kterd konverguje podle tohoto

—-1 n—1
kritéria, napfiklad >~ b

n

7. Absolutni a relativni konvergence: Definujte absolutni a relativni konvergenci rady.

Jaky je vztah mezi absolutni konvergenci a konvergenci?

8. Podilové a odmocninové kritérium: Zformulujte podilové (d'Alembertovo) kritérium.
Ve kterém pripadé toto kritérium selhava a nelze podle néj rozhodnout? Uvedte

o0 71,3
n=1 3n°

priklad aplikace, napfiklad na radu

Od (iselnych rad, kde sc¢itdme konstanty, nyni prechazime k jejich mocnému zobecnéni:
funkénim fadam. Jiz se neptame pouze, zda dany soucet konverguje, ale pro jaké
hodnoty proménné x konverguje a jaké vlastnosti ma vysledna funkce. Tim se nam

otevira zcela novy svét aproximace slozitych funkci pomoci ,nekonecnych polynomi”.

5. Mocninné a Taylorovy fady

Mocninné fady Ize vnimat jako zobecnéni polynom( na nekonecny stupen. Pfedstavuji
mimoradné silny nastroj pro aproximaci komplikovanych funkci pomoci jednodussich,
"polynomialnich" vyrazd. Klicovymi pojmy jsou zde polomér konvergence, ktery urcuje,
pro jaké hodnoty proménné x rfada konverguje, a TaylorGv rozvoj, ktery poskytuje
systematicky zpUsob, jak takovou radu pro danou funkci zkonstruovat.

1. Definice mocninné fady a polomér konvergence: Co je to mocninna fada se stfedem
v bodé a? Definujte polomér a interval konvergence. Jak se vySetfuje chovani rady v
krajnich bodech intervalu konvergence?

2. Vlastnosti mocninnych fad: Jaké jsou hlavni vlastnosti mocninnych fad uvnitf jejich
intervalu konvergence? Zejména se zaméite na moznost derivovani a integrovani

rady ¢len po ¢lenu.

3. Taylorova a Maclaurinova fada: Definujte Taylorovu fadu funkce f(x) v bodé a. Jaky
je vzorec pro jeji koeficienty? Co je to Maclaurinova rada?

4. Rozvoj elementarnich funkci: Uvedte Maclaurinovy rozvoje pro zakladni funkce: e®,
sin(z) a cos(z). Jaké jsou jejich obory konvergence?

5. Aplikace Taylorovych rad: Jak Ize vyuzit Maclaurinovy fady k vypoctu limit?
ef—1—zx

Demonstrujte na prikladu lim; —

6. Aproximace integrald: Vysvétlete, jak Ize pouzit mocninné rady k aproximaci hodnot
urcitych integral(, které nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci. Uvedte postup

pro fol e dz.

7. Zbytek v Taylorové rozvoji: Co reprezentuje zbytek R, (x) v Taylorové rozvoji?
Uvedte Lagrangelv tvar zbytku a vysvétlete, jak se pouziva k odhadu chyby
aproximace funkce Taylorovym polynomem.



Uspésné zvladnuti odpovédi na vyse uvedené otazky predstavuje solidni zaklad a dobrou
pripravu pro Uspésné slozeni Ustni zkousky z matematické analyzy. Preji mnoho zdaru.



