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Soubor Otazek k Ustni Zkousce z
Matematické Analyzy 1

1.0 Zaklady: Realna Cisla a posloupnosti

1.1 Vlastnosti realnych cisel a matematicka indukce

Tato uvodni kapitola se zaméruje na samotné zaklady, na nichz je postavena cela
budova matematické analyzy. Hluboké porozuméni vlastnostem mnoziny realnych
Cisel — zejména pak axiomu o suprému, ktery zarucCuje jeji ,uplnost®, a Archimedové
vlastnosti, ktera formalizuje nasi intuici o nekonecnosti Ciselné osy — je naprosto
nezbytné pro korektni pochopeni kli€ovych konceptd, jako jsou limita a spojitost. Bez
téchto zakladnich stavebnich kamenU by se jakakoli dalSi konstrukce stala
nestabilni.

Princip matematické indukce
Vysvétlete princip dikazu matematickou indukci. Popiste jeho dvé hlavni
Casti — zakladni krok a indukéni krok. Aplikujte tento princip na dukaz
tvrzeni, ze pro kazdé pfirozené Cislo n plati: 1 + 2 + .. + n = n(n +
1)/2.

Archimedova vlastnost
Definujte Archimedovu vlastnost mnoziny realnych Cisel. Jaky je jeji
klicovy dlsledek pro mnozinu pfirozenych Cisel a jeji omezenost?

Axiom o suprému a uplnost realnych cisel
Definujte pojmy: shora omezena mnozina, horni mez a suprémum
mnoziny. Formulujte axiom o existenci supréma. Vysvétlete, v Cem
spociva jeho vyznam pro uplnost mnoziny realnych Cisel, a ilustrujte
neuplnost mnoziny racionalnich Cisel na pfikladu mnoziny A = {x € Q :
x?* < 2} .

Trojuhelnikova nerovnost
Dokazte trojuhelnikovou nerovnost |a + b| = |a|l + |b| pro libovolna
realna Cisla a, b .V dukazu postupujte rozebranim jednotlivych pfipadu



podle znamének Cisel a a b.

Porozuméni témto fundamentalnim vlastnostem nam umoznuje prejit od statického
popisu Cisel k dynamickému studiu procesu, jejichz zakladnim nastrojem jsou
posloupnosti a jejich konvergence.

1.2 Posloupnosti, limita a konvergence

Pojem limity posloupnosti pfedstavuje jeden z nejzasadnéjSich konceptul celé
matematické analyzy. Je to prvni krok od kone¢né matematiky k matematice
nekonecnych procesu. Na precizni definici limity posloupnosti nasledné stavi témér
vSe, co nasleduje: limita funkce, derivace (jako limita podilu pfirtstkd) i Riemannav
integral (jako limita integralnich souctu).

Definice limity a jeji jednoznaénost
Uvedte pfesnou ( e-N ) definici vlastni limity posloupnosti. Nasledné
zformulujte a dokaZzte vétu o jednoznacnosti limity.

Vlastnosti limit
Formulujte vétu o aritmetice limit, tj. pravidla pro vypocet limity souctu,
soucinu a podilu dvou konvergentnich posloupnosti.

Véta o trech posloupnostech (o sevreni)
Uvedte znéni Véty o tfech posloupnostech. Aplikujte ji k dukazu tvrzeni:
Pokud lim |a_n| = 0, paktaké 1im a_n = 0.

Monoténni posloupnosti
Definujte monoténni a omezenou posloupnost. Zformulujte a dokazte
Vétu o konvergenci monotonni a omezené posloupnosti. Ktera
fundamentalni vlastnost realnych Cisel (axiom) probirana v pfedchozi
sekci je pro tento dukaz kliCova a pro¢?

Cislo e
Dokazte, ze posloupnost a_n = (1 + 1/n)" je rostouci a shora
omezena. Co z téchto dvou vlastnosti plyne pro jeji konvergenci?

Nevlastni limity
Definujte nevlastni limitu posloupnosti rovnou +» a -o .

Zatimco Véta o konvergenci monotonni posloupnosti zaruCuje existenci limity za
velmi specifickych podminek, pro hlubSi analyzu vlastnosti konvergence, jako je



napfiklad zaru€ena existence konvergentnich podposloupnosti v kazdé omezené
posloupnosti, potfebujeme pokrocilejSi nastroje.

1.3 Bolzano-Weierstrassova véta a Cauchyovské
posloupnosti

Tato sekce se vénuje dvéma klicovym teoretickym nastrojam. Bolzano-
Weierstrassova véta je silnym existencnim tvrzenim, které zarucCuje, ze v kazdé
omezené posloupnosti (jakkoli chaoticky se chovajici) Ize vzdy najit "ukotvenou"
konvergentni podposloupnost. Na druhé strané Cauchyovo kritérium poskytuje

ekvivalentni definici konvergence, ktera ma obrovskou vyhodu v tom, Ze pro ovéfeni

konvergence nepotfebujeme znat hodnotu limity pfedem.

Vybrana podposloupnost
Definujte pojem vybrané podposloupnosti. Formulujte kritérium
divergence posloupnosti pomoci dvou podposloupnosti s riznymi
limitami a demonstrujte jej na posloupnosti a_n = (-1)".

Bolzano-Weierstrassova véta

Zformulujte znéni Bolzano-Weierstrassovy véty. PopiSte hlavni mysSlenku

jejiho dukazu, ktery se opira o existenci monoténni podposloupnosti v
kazdé realné posloupnosti.

Cauchyovska posloupnost
Uvedte presnou definici Cauchyovské posloupnosti. Zdlvodnéte, pro¢
harmonicka posloupnost h_.n =1 + 1/2 + ... + 1/n neni
Cauchyovska, a tudiz je divergentni.

Cauchyovo kritérium konvergence

Formulujte Cauchyovo kritérium konvergence pro realné posloupnosti. V

C¢em spociva jeho prakticky vyznam oproti standardni definici limity?
Kontraktivni posloupnosti

Definujte kontraktivni posloupnost. Uvedte vétu, ktera tvrdi, Ze kazda
kontraktivni posloupnost je Cauchyovska, a tedy konvergentni.

Po prozkoumani chovani diskrétnich posloupnosti nyni pfeneseme koncept limity na

spojity svét funkci realné proménné, kde se jeho vyznam stava jesté centralngjSim.

2.0 Limita, spojitost a zakladni véty o funkcich



2.1 Limita funkce

Limita funkce je pfirozenym zobecnénim limity posloupnosti. Umozfiuje nam
precizné popsat a analyzovat chovani funkce v t€ésném okoli bodu, aniz bychom se
zajimali o jeji hodnotu pfimo v tomto bodé. To je klicové pro situace, kdy funkce v
daném bodé neni definovana nebo se v ném chova "problematicky". Tento koncept
otevira dvere k definici spojitosti a nasledné i derivace.

Definice limity funkce
Uvedte pfesnou =-6 definici vlastni limity funkce v bodé. Nasledné tuto
definici aplikujte a dokazte, Ze 1im x»3 (4x - 5) = 7. Jaky je vtomto
konkrétnim dukazu vztah mezi 6§ a = ? Definujte také jednostranné limity
— limitu zprava a limitu zleva.

Nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech
Definujte nevlastni limitu funkce v bodé (napf. 1im f(x) = «). Dale
definujte vlastni limitu funkce v nevlastnim bodé (napf. 1im f(x) pro x
> ).

Algebra limit pro funkce
Formulujte vétu o algebfe limit pro funkce (limita souctu, soucinu, podilu).

Véta o sevreni pro funkce
Uvedte znéni Véty o sevreni pro funkce. Aplikujte ji na vypocet limity 1im
(x»0) x2 sin(1/x).

Techniky vypo¢étu limit
Vysvétlete postup vypodctu limity 1im (h»0) ((3+h)* - 9)/h pomoci
algebraické upravy vyrazu pred samotnym dosazenim.

Mg viiv s

spojitost.
2.2 Spojitost funkce a jeji vlastnosti

Spojitost je kliCovou vlastnosti funkci, ktera formalizuje intuitivni pfedstavu "grafu bez
skokl". Funkce je spojita, pokud malé zmény na vstupu vedou k malym zménam na
vystupu. Tato vlastnost je zasadni pro vétSinu matematickych modelu ve fyzice,
inZenyrstvi a ekonomii, protoze zarucuje prediktabilitu a stabilitu systému, které tyto
funkce popisuiji.



Definice spojitosti
Definujte spojitost funkce v bodé pomoci limity. Dale definujte spojitost na
intervalu a pojmy spojitosti zprava a zleva.

Typy nespojitosti
Uvazujte funkci f(x) = (x*-x-2)/(x-2) .V bodé x=2 ma tato funkce
nespojitost. Jak byste funkci v tomto bodé dodefinovali, aby se stala
spojitou? Jak se tento typ nespoijitosti nazyva a pro¢? Nyni porovnejte se
situaci funkce g(x) = 1/x* v bodé x=0.Pro€ zde podobny postup neni
mozny?

Vlastnosti spojitych funkci
Formulujte vétu o algebfe spojitych funkci (spojitost souctu, soucinu,
podilu) a vétu o spojitosti sloZzené funkce.

Bolzanova véta o mezihodnoté
Uvedte znéni Bolzanovy véty. Aplikujte ji na dukaz existence alespon
jednoho realného kofene rovnice u4x* - 6x* + 3x - 2 = 0 vintervalu
(1, 2).

Weierstrassova véta o extrémech
Uvedte pfesné znéni Weierstrassovy véty o nabyvani extrému spojité
funkce na uzavieném a omezeném intervalu. Nacrtnéte hlavni myslenku
jejiho dikazu. Jakou kliovou vétu o posloupnostech tento dukaz vyuziva
a proc je to elegantni pfiklad propojeni diskrétni a spojité analyzy? Dale
vysvétlete, pro€ jsou predpoklady spojitosti funkce a uzavienosti a
omezenosti intervalu nezbytné. Pro kazdy z téchto tfi pfedpokladu uvedte
protipfiklad funkce, ktera dany predpoklad nesplfiuje a v disledku toho
nenabyva svych globalnich extréma.

Spojitost zaruc€uje "hladké" chovani funkce, ale nefika nam nic o tom, jak rychle se
funkce méni. Pro hlubSi analyzu dynamiky funkci, jako je jejich rust, klesani €i
zakfiveni, potfebujeme zavést novy, silnéjSi nastroj — derivaci.

3.0 Diferencialni poCet: Derivace a techniky
derivovani

3.1 Definice a vyznam derivace



Derivace je fundamentalnim konceptem diferencialniho poctu, ktery precizné
kvantifikuje okamzitou rychlost zmény. Tento jediny pojem ma dvoji, avSak uzce
propojenou, interpretaci. Geometricky pfedstavuje derivace smérnici teCny ke grafu
funkce, ¢imz popisuje lokalni "sklon" kfivky. Fyzikalné pak derivace polohy podle
Casu predstavuje okamzitou rychlost, coz je koncept zasadni pro popis pohybu a
dynamickych systémd.

Geometricka interpretace: Te¢na
Definujte smérnici seCny prochazejici dvéma body grafu funkce.
Nasledné definujte te€nu ke grafu v daném bodé jako limitni polohu
téchto secen. Jak je pomoci limity definovana smérnice teCny?

Fyzikalni interpretace: Okamzita rychlost
Definujte primérnou rychlost objektu na daném ¢asovém intervalu. Jak je
z prumérné rychlosti odvozena okamzita rychlost v konkrétnim ¢asovém
okamziku pomoci limitniho pfechodu?

Formalni definice derivace
Uvedte pfesnou definici derivace funkce £ v bodé a pomoci limity s
pFirdstkem h jdoucim k nule. Co pfesné znamena, kdyz fekneme, Ze
funkce je v daném bodé diferencovatelna?

Vztah mezi derivaci a spojitosti
Zformulujte vétu popisujici vztah mezi diferencovatelnosti a spojitosti
funkce v bodé. Uvedte pfiklad funkce (f(x) = [x]| v bodé x=0), ktera je
v daném bodé spojita, ale neni v ném diferencovatelna, ¢imz prokazete,
Ze opacné tvrzeni k vété neplati.

Derivace vyssich radu
Definujte druhou derivaci funkce. Jak byste rekurzivné definovali n-tou
derivaci funkce?

Vypocet derivaci pfimo z definice je Casto zdlouhavy a neprakticky. Proto byla
odvozena sada obecnych pravidel a vzorcu, které umoziuji derivovat i velmi slozité
funkce systematickym a efektivnim zplsobem.

3.2 Pravidla pro derivovani a derivace elementarnich
funkci



Zvladnuti zakladnich pravidel pro derivovani a znalost derivaci elementarnich funkci
je klicovou praktickou dovednosti pro praci s diferencialnim poétem. Tato pravidla
nam umoznuji rozloZit slozity problém derivovani na sérii jednodussich,
mechanickych krokl, coz dramaticky zrychluje a zjednoduSuje vypocty.

Zakladni pravidla derivovani
Uvedte a dokazte pravidla pro derivaci souctu dvou funkci, nasobku
funkce konstantou a soucinu dvou funkci.

Derivace podilu
Zformulujte vzorec pro vypocet derivace podilu dvou funkci (£/g)' .

Derivace elementarnich funkci
Odvodte z definice derivace (nebo z jiz odvozenych pravidel) derivace
nasledujicich funkci: x™ (pro n € N), e*, sin(x) a cos(x) . Pro
dikaz derivace sin(x) odvodte z definice. Které dvé kliCové limity
musite v prubéhu dukazu pouzit a jak se k nim dospéje? (Napovéda:
geometricky argument s jednotkovou kruznici).

Retézové pravidlo (Derivace slozené funkce)
Uvedte znéni véty o derivaci slozené funkce: (g o f)'(x) = g’ (f(x)) -
f '(x) . Aplikujte toto pravidlo na vypocet derivace funkce h(x) =
sin(x?) .

Implicitni derivovani
Vysvétlete techniku implicitniho derivovani. Pouzijte ji k nalezeni dy/dx
pro kfivku definovanou rovnici x* + y? = 25.

Derivace inverznich funkci
Pomoci techniky implicitniho derivovani odvodte vzorce pro derivaci
pfirozeného logaritmu 1n(x) a funkce arkus tangens arctan(x) .

Poté, co jsme si osvojili techniky vypocCtu derivaci, je dalSim logickym krokem
prozkoumat, jak mizeme tyto nastroje vyuzit k detailni analyze vlastnosti funkci a k
feSeni optimalizaCnich a jinych praktickych problémda.

4.0 Aplikace derivaci a klicové véty diferencialniho
poctu

4.1 Véty o stredni hodnoté a L'Hospitalovo pravidlo



Véty o stifedni hodnoté predstavuji teoreticky most mezi lokalnimi vlastnostmi funkce
(danymi derivaci v jednom bodé) a jejimi globalnimi vlastnostmi (zménou funké&nich
hodnot na celém intervalu). Jsou to kliCové existenéni véty s hlubokymi dasledky pro
celou analyzu. L'Hospitalovo pravidlo je pak mimofadné silnym a praktickym
nastrojem, ktery vyuziva derivaci k elegantnimu feSeni limit tzv. neurcitych vyrazu,
jejichz vypocet by byl jinak velmi obtizny.

Rolleova véta
Uvedte znéni a geometrickou interpretaci Rolleovy véty. Nacrtnéte hlavni
kroky jejiho dukazu. Které dvé dfive probrané existencni véty (jedna o
spojitych funkcich, druha o lokalnich extrémech) tvofi pilife tohoto
dikazu?

Lagrangeova véta o stfedni hodnoté
Uvedte znéni a geometrickou interpretaci Lagrangeovy véty. Dokazte ji
pomoci Rolleovy véty za pouziti pomocné funkce h(x) = f(x) - f(a) -
(x - a) - [f(b)-f(a)]/[b-al, jak je uvedeno ve skriptech. Uvedte
klicovy dusledek této véty: funkce, jejiz derivace je na celém intervalu
nulova, musi byt na tomto intervalu konstantni.

L'Hospitalovo pravidlo
Zformulujte znéni L'Hospitalova pravidla pro vypocet limit neurcitych
vyrazl typu 0/0 a o/«

Reseni neuréitych vyrazi
Vysvétlete, jak se neurcité vyrazy typu 0°, «° a 1"~ pfevadi na tvar
0/0 nebo «/» pomoci logaritmu. Demonstrujte tento postup na vypoctu
limity lim x-0+ (x"x) .

Tyto teoretické véty a vypocCetni techniky nam nyni umoznuji pfistoupit k
systematickému vyuziti derivaci pro kompletni analyzu pribéhu funkce.

4.2 Analyza prabéhu funkce a extrémy

Derivace prvniho a druhého fadu poskytuji komplexni soubor informaci o chovani
funkce. Znaménko prvni derivace odhaluje intervaly, na kterych funkce roste Ci klesa,
a pomaha identifikovat lokalni extrémy. Znaménko druhé derivace pak popisuje
"zakfiveni" grafu — jeho konvexitu a konkavnost — a odhaluje inflexni body. Spojenim
téchto informaci mizeme detailné analyzovat a pfesné nacrtnout graf i velmi
slozitych funkci.



Monoténnost a prvni derivace
Zformulujte a dokazte test monoténnosti, tj. vétu, ktera dava do
souvislosti znaménko prvni derivace ( f' ) s tim, zda je funkce na daném
intervalu rostouci, nebo klesajici.

Lokalni extrémy
Definujte stacionarni (kriticky) bod funkce. Uvedte znéni Fermatovy véty
o nutné podmince pro existenci lokalniho extrému. Formulujte test pro
nalezeni lokalnich extrém( pomoci prvni derivace (sledovani zmény
znaménka f').

Konvexita, konkavnost a druha derivace
Definujte, kdy je funkce konvexni, kdy je konkavni a co je to inflexni bod.
Zformulujte test konvexity/konkavnosti, ktery vyuziva znaménko druhé
derivace (f'").

Test pomoci druhé derivace
Uvedte znéni véty o testu existence lokalnich extrému ve stacionarnich
bodech pomoci druhé derivace.

Globalni (absolutni) extrémy
Definujte globalni maximum a minimum funkce. Popidte kompletni
algoritmus pro nalezeni absolutnich extrému spojité funkce na
uzavieném intervalu (a, b).

Diferencial a asymptoty
Definujte diferencial dy funkce f v bodé& x . Jaky je pfesny vztah mezi
diferencialem dy a skuteCnym pfiristkem funkce Ay = f(x + dx) -
f(x) ? Vysvétlete geometricky vyznam obou veli¢in na nacrtku a
objasnéte, proc je diferencial kliCovy pro linearni aproximaci funkce. Dale
definujte asymptotu se smérnici a popiste postup pro jeji nalezeni pomoci
vypoctu pfislusnych limit.

VSechny probrané koncepty — od axiomatickych zakladu realnych Cisel, pfes precizni
definici limity a spojitosti az po mocny aparat diferencialniho poctu a jeho aplikaci —
tvofi jeden propojeny a logicky soudrzny celek, ktery je nepostradatelnym zakladem
pro veskere dalSi studium vySSi matematiky a jejich aplikaci v pfirodnich i
spolecenskych védach.



