21.09.25 14:58

Lekce 9 metodyVypoctuDerivace

Derivace polynomickych funkci a
exponencialnich funkci

Véta (derivace konstantni funkce) Necht c je konstanta. Potom derivace funkce

f(x) = cje f'(z) = 0.

Dikaz: Necht ¢ je konstanta. Potom pro kazdé = € R plati f(x) = c. Z definice derivace

mame

v . fl@eth)—fl@) . c—c .. 0
f'(@) = lim h no0 B hboh

O

Véta (derivace mocniny s pfirozenym exponentem) Necht n € N a f(z) = 2™

Potom derivace funkce f je

f'(z) = na" 1|

Dukaz. Z definice derivace mame

f(z+h) - f(z) (z +h)" —z"
/ — 1. — 1-
(@) hlg(l) h hlir(lJ
[z" 4+ na" 'h+ (5)z" *h* 4 - + A" — 2"
= lim
h—0 h
nz" 1h 4+ —n(n;l) " 2h2 + ... +nzh" 1 + A"
= lim
h—0 h
n(n —1
— lim |[nz™ ! + gw"”h +ee b nzhV 2 4 gl
h—0 2
= nx" L.

O

Véta (derivace mocniny s obecnym redlnym exponentem) Necht n € R a f(z) = z".
Potom derivace funkce f je

f'(z) = nz™ 1|

Tj.

Pfiklad. Spoctéte derivaci funkce f(z) = v/z2.

Reseni. Funkci f mGzeme zapsat ve tvaru f(z) = 2%/3. Potom z predchozi véty mame
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_ di( 3/m2) i(m2/3) — 21,2/371 _ zwfl/b’ — 2
1

f'(z) " dr 3 3 3\3/5'

Véta (derivace nasobku funkce) Necht c je konstanta a f je diferencovatelna funkce.
Potom derivace funkce g(z) = cf(z) je

Tj.

Diikaz. Polozme g(z) = cf(x). Potom z definice derivace mame

() = tim JETW 9@y, St h) ~efle)
I b0 h k0 h
= lim df(@+h) ~ fz) = clim flzth) - fle)
h—0 h h—0 h
= cf'(z).

O

Véta (derivace souctu a rozdilu funkci) Necht f a g jsou diferencovatelné funkce.
Potom derivace funkce F(z) = f(z) + g(z) je

[F@) = f@) =g @)

Tj.

dz

Dtikaz. Dokazme vzorec pro soucet funkci. Rozdil funkci se dokaze analogicky. Polozme
F(z) = f(z) + g(z). Potom z definice derivace mame:

F(z + h) — F(z)

Pie) -
i [f(z + h) + g(z + h)] — [f(z) + g(z)]
h—0 h
. [flz+h)—f(x) g(z+h)—g(z)
= jm h * h
. flx+h)—f(z)  glx+h)—g(x)
= jm h + Jim h
= f'(z) + 4'(2).

O

Domaci cviceni. Matematickou indukci dokazte, ze pro kazdé n € Nn > 2apron
diferencovatelnych funkci f1, fo, ..., f, plati
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d d d d
%(fl(w) + fo(@) + -+ + fulz)) = %fl(x) + %fz(w) ot Efn(m)'
Piklad. Urceme derivaci - (z® + 122° — 4a* + 102° — 6 + 5).
Reseni. Podle predchozi véty mame
d g 5 4 3
d—(:z: + 122” — 42" + 10z° — 62 + 5)
X
d ¢ d__. d. , d. 5 d d
= 28 2125 - Zapt 4+ 21028 — ——6z+ —5
' T T w T T &
419l 4l 0l 6l s
= —=z —x’ —4—= —x° —6—x + —
dx dx dx dx dx dx

— 8z +12-5z* —4-42° +10-322 -6+ 0
— 82" + 60z* — 162> + 3022 — 6.

O

Nyni predpokladejme, zZe jsme dokazali existenci limity

et —1
= 1|

lim
h—0

Véta (derivace exponencialni funkce) Necht f(z) = e®. Potom derivace funkce f je

f'(z) = €|
Tj.
d xr X
da:e =e”l|
Dukaz. Z definice derivace mame
f(z +h) - f(z) e"th — e”
! —= 1. - 1. ——
(@) hlg(l) h hlgtl) h
_1 eteh —e® ’ e (el — 1)
~ a5 h ~ a5 h
T 1s eh —1 T T
=e” lim =e -l=ce
h—0
O
Tedy
h _
Gl —pm &g
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Derivace soucinu a podilu funkci

Véta (derivace soucinu funkci) Necht' f a g jsou funkce, které jsou derivovatelné. Pak
plati:

(f-9)(z) = f'(z) g(x) + f(z) - g'(2).

Tj.

< [f(a) - o(2)) = f(@) = lo(a)] + o(z)~= ()]

Poznamka. Pfipomenme, Ze pouzitim Leibnizovské notace pro derivaci dostavame

ﬁ = lim & = lim flot A2) ~ f(@)
de  Az—0 Az Az—0 Ax )

Zdey = f(=).
Diikaz. Polozme u = f(z) a v = g(x). Potom

Au= f(x + Az) — f(z) a Av=g(z+ Az)— g(z).

Daéle plati:
A(uv) = (u + Au) (v + Av) — uwv = uAv + vAu + AuAv.

Viz obrazek:
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Av u Av Au Av
U Uy vAu
u Au

Odtud vydélenim Az dostavame

A(uv) Av Au Av
Az Az Az Az’

Pokud prejdeme k limité pro Az — 0, dostaneme

lim Au =0.
Az—0
Dale
i Alu)  du
Ardo Az dz’
. A(v)  dv
im = —.
Az=0 Azx dz
Odtud plyne existence limity
d i A(uv)
dz (uv) = A;lnrgo Az
5 Av N Au LA Av
= lim
Az—0 uA:L' vA:c uA:z:
Av Au Av
=u lim — lim — + lim Au——
uA:cIEO Az —H)A;:IEO Az +A}cglo uA:I:
dv n du 40
=u— +v—
dx dx
B dv n du
~ Y " Vdz

0J

V Newtonovské notaci pro derivaci dostavame

(f-9)=F-9+F4.

Véta (derivace podilu). Necht jsou funkce f a g diferencovatelné, potom

(i)’: f'lg—fg'
g 9>
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Tj. v Leibnizové notaci

V predchozim vzorci je nutné predpokladat, ze g(x) # 0.

2 z—2

Pfiklad. Spoctéte derivaci funkce f(z) = ———.

Reseni. Funkce f je podilem dvou funkci, tudiz uzitim vzorce pro derivaci podilu

dostavame
F(a) — (3 4 6) - %(m2+w—2) —(x2+w—2)-%(m3+6)
(% +6)2
(23 +6)- 2z +1) — (22 +x —2) - (3z?)
N (@ + 6)?
(2z* + 23 + 122 + 6) — (3z* + 323 — 622)
B (% + 6)°
 —z'—22° + 62> + 122 + 6
B (z* + 6)2 '
0

Derivace trigonomickych funkci

Dvé dulezité trigonometrickeé limity

Véta.

lim 320 _
0—0 0

Dukaz. Necht 6 = 0. Potom uvazujme jednotkovou kruznici a oblouk AB vymezeny
stredovym Uhlem velikosti € radian(i. Potom Potom je délka oblouku AB arc AB = 6.
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D

<

Dale je z obrazku vidét, ze
|BC| < |AB| < arc AB,
tudiz

in6
sinf < 60 tedy S

Zde predpokladame, ze 0 < 0 < 7/2. Déle plati, ze

arc AB < |AE| + |EB|.

Tedy
§ = arc AB < |AE| + |EB|
< |AE| + |ED|
= |AD| = |OA|tan 6 = tan 6.
Tedy
sin 6
cos @
a tedy
sin 0
cosf < —0 < 1.

ProtoZe vime, ze limyp_,0 1 = 1 a limy_,g cos @ = 1, tak podle véty o sevreni plati, Ze

lim 520 _ g
0—0+ )

Protoze je funkce % suda, tak
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. sinf ~ sin(—#0) . siné
lim = lim ———— = lim —
0—0— 0 0—0+ —0 6—0+ 0O

Dokazali jsme tedy, Ze

sin 6
lim =1.
6—0 0
OJ
Véta.
cosf —1
im =0.
6—0 0
Dukaz.
cosf —1 . cosfd—1 cosf+1
im—— = lim .
6—0 0 6—0 0 cosf+1
cos?6 —1
=lim ——
-0 O(cosf + 1)
. —sin% 6
=lim ——M—
6—0 O(cosf + 1)
. (sin0 sin 6 )
= —lim .
00 0 cosf +1
. sinf . sin 0
= —lim -lim
6—0 0 6—0 cosf +1
sin 0
- 1. —=—
< cos0+1 )
=0.
O

Uvazujme funkci f(z) = sin z, potom mame:

7 = i LD 1
sin(z + h) — sinz

—1i
hlg(l) h
. sinxzcosh+coszsinh —sinz
= lim
h—0 h
. [sin z(cosh — 1) | cosz sin h
~ h h
. [ ) cosh —1 sinh]
= lim [sihz - ——— 4+ cosz -
h—0 h
L . cosh—1 . . sinh
= limsinz - lim —— + lim cos z - lim
h—0 h—0 h h—0 h=0 h
= (sinz) -0+ (cosz) - 1
= Ccos .

file:///G:/MUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_9/Lekce 9 metodyVypoctuDerivace.html 8/13



21.09.25 14:58 Lekce 9 metodyVypoctuDerivace

Véta.
d .
—sinz = cosz.
dx
Obdobné se dokaze nasledujici véta.
Véta.
d :
—cosx = —sinz.
dx

Priklad. Dokazme uzitim dosud zminénych vét, ze

d . 1
—tanz = ——.
dz cos?zx
Reseni.
d d sinzx .. o i
—tanx = — pouZijeme vzorec pro derivaci podilu
dx dx coszx
cosz - Lsinz —sinz - Lcosz
o dz dz
cos? x
cosz - cosz —sinz - (—sinz)
cos? x
2 )
cos“x +sm" x
cos?
1
cos?x
O

Konec 30.11.

Derivace slozené funkce

Véta (derivace slozené funkce). Necht je funkce f diferencovatelna v bodé x a funkce g
diferencovatelna v bodé f(x). Potom je slozena funkce g o f diferencovatelna v bodé x
a plati

(go f)(z) = g'(§(z)) - f'(z)]

tj. derivace slozené funkce je rovna soucinu derivace vnéjsi funkce a derivace vnitrni
funkce.

Pokud polozime y = f(x) a z = g(y), tak
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dz dz ﬁ

de  dy dx
Priklad. Spocitejme derivaci funkce h(zx) = sin(z?).

Reseni. Vnitini funkce y = f(z) = x? a vn&jsi funkdi je funkce g(y) = siny.

d
_ 2y @ o
= cos(z”) 2
— cos(z?) - 2z
= 2z cos(z?).

0J

Priklad. Spocitejme derivaci funkce f(z) = v/zZ + 1.

Reseni.
(=) = % 7" +1
1 d
St @Y
1
= —2m - 2x
x
— Nt
O

Technika implicitniho derivovani

Priklad. Spocitejme derivaci %, pokud z2 4+ y? = 25. Potom najdéme rovnici te¢ny ke
kfivce o rovnici 2 + y2? = 25 v bodé T'(3,4).

Reseni. Derivujme obé strany rovnice 22 + y? = 25 podle z.

d 2 2

- = —9

dac(x+y) dac5

d 2 d 2

— — 2 =0

=" T

ooty o

x yd:p_
dy =z
de y

Pfi vypoctu derivace diy2 jsme pouzili vétu o derivaci slozené funkce. Tedy
X

d d dy B dy

T — 2-—
_dy(y) dx Y dx
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V bodé T'(3,4) mame

dy _ 3

dr 4

Rovnice te¢ny v bodé T'(3,4) ma tedy tvar

y—4= —%(x—ﬁi).
Tj.
3z + 4y = 25.
OJ

Reseni €. 2. Nejdfive vyjadiime y jako funkci z.

m2+y2:25
];2:25—:102

y=+25— >
Protoze bod T'(3,4) leZi v horni poloroviné, tak
y= f(z) = /25 — 2°.

Nyni

d 1 d 9 1 x
— (V-2 —— — (-2 = ——  (~2) = ————.
dz( ) 2/25 — 2 dw( ) 2/25 — 2 (~22) V25 — 22

V bodé T'(3,4) mame

3 3
F3) = ———== 7.
V25 -9
Rovnici te¢ny najdeme jako v predchozim reseni. []
Poznamka. V predchozim prikladé vzorec Z—z = —% urci derivaci v zavislostina = a y.

Vzorec plati nezavisle na tom, je-li y vyjadieno jako funkce y = f(z) = /25 — 2 nebo

y= 9(a) = —VB -

Plati totiz pro pfipad kdy y = /25 — x2:

dy x

de — y V25— 22

Pro pfipad, kdy je y = —+/25 — x2, mame

dy_ T T x

de Yy B2 B
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dy _ i(_m) _ _%(\/25 )

dx dx

Derivace logaritmickeé funkce a
cyklometrické funkce

Véta. Prox > 0aa > 0,a # 1 plati

1
—1 = .
dz 2%~ Thna
Dikaz. Necht y = log, x. Potom
ay = x.
Derivaci obou stran podle  dostaneme
d d
— (V) = —
dx (a) dx v
dy
v] R
(aIna) -
dy 1 1

dr a'lna zlna’

O

Specialné odtud plyne, ze

Priklad. Spocitejme derivaci funkce f(z) = In(z3 + 1).

Reseni.
F(@) = Lin(z® +1)
dx
1 4,
— L 1
3+1 dx (" +1)
1
= - 322
x3+1
B 3z
|

Priklad. Spoditejme derivaci funkce f(z) = In(sin z).
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Reseni.

fl(z) = diln(sin )

T
1 d .
= — .—sinz
sinz dz
1
= — - COS X
sinx
cos T
= — = cotx.
sin x

Pooznamka. Predchozi vypocet je mozny takto zobecnit:

f'(z)
%[ln(f(iﬂ))] m
Véta (derivace cyklometrickych funkci).
d 1

E (arcsin w) = ﬁ
d 1

o (arccosz) = —

z -2

— (arctan z) = .
- (arctan z) e

Dukaz. Odvodme technikou implicitniho derivovani napr. treti vzorec pro derivaci

arctan z. Polozme y = arctan z. Potom tan y = «. Derivaci obou stran podle

dostaneme
d d
—(t -
dx (tany) dx v
d
—(t =1
 (tamy)
1 d
Y
cos’y dz
dy 9 1 1
— =cos Yy = = .
dzx 1+tan?(y) 1422
O
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