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Lekce_8_derivaceJakoFunkce

Derivace 1. radu

V definici derivace v bodé je derivace f'(a) je dana jako hodnota limity

) — 1 1O =T

h—0 h

pokud tato limita existuje.

Nyni pfipustme, Ze se bude a chovat jako proménna. Nahradime-li pak proménnou a
proménnou x, mizeme se divat na derivaci jako na funkci f’(x), ktera je dana
predpisem
fle+h)— f(z
f'(z) = lim ( })L @) . (1)

h—0

Symbol f’ bude predstavovat funkci, kterd kazdému bodu z pfifadi hodnotu f’(z). Tato

funkce se nazyva derivace funkce f.

Oznaceni: Pro oznaceni derivace funkce f se pouzivaji nasledujici zapisy:

d d d d
o= Ly Ly DO piay oy,

Priklad. Jestlize f(z) = z3 — x, pak najdéme predpis derivace f.

Reseni. Rovnice (1) dava

PO (R R (GO (G Ut S Gl
b0 h =0 h
T 22+ 322h+3zh>+ R —zx—h—23+=2
N h—0 h
. 32’h+3zh®>+h:—h
= lim
h—0 h
= lim(32z? + 3zh + h? — 1) = 322 — 1.
h—0
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—2

Pfiklad. Méjme danu funkci f predpisem f(z) = /. Najdéte predpis derivace f’.

Reseni. Derivace funkce f v bodé z je definovéana jako

flz+h) - f(=z) .

f'(@) = lim

o Sk f@)  VETh- VG
f(m)—hlg(l) 3 —hlil(l)T
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I T+h—=x
= 11m
h=0 h(y/z + h + /)

. 1 1
11m = .
=0 oz +h+r 2z

Derivace f'(z) existuje pro kazdé x > 0. Tedy defini¢ni obor derivace f’ je interval
(0,00). 0
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(a) flx)=x (b) f'(x) =—

Jx

Definice. Rekneme, 7e funkce f je diferencovatelna v bodé a, pokud existuje

f'(a) = lim,_,, w e R

Déle fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna na intervalu (a, b) (nebo na intervalu
(a, ), (—00,b), (—00,0)), pokud je diferencovatelna v kazdém bodé tohoto
intervalu.

Pfiklad. Uvazujme funkci f(x) = |z|. Pro kterda z € R je funkce f diferencovatelna?

Reseni. Je-liz > 0, pak f(z) =z a

feth) —f@) otk =l

! — ]_'
F(@) hlg(l) h h—0 h
T+ h)—x
:limL =lim£ =1.
h—0 h h—0

Uvédomme si, ze pro > 0 je |z| = x a pro |h| dostate¢né malé je |x + h| = = + h.
Proto jsme vypocet zjednodusili.

Podobné pro < 0 dostaneme je x| = —z a pro |h| dostate¢né malé je
|z + h| = —(z + h). Tudiz pro < 0 vypocet probiha takto:

| + h| — |z|
m—

/ o .

(@) _ilHo h _111140 h
= lim —(m—l—h)—(—m) —lim_—h = -1
T hoo h h0 ho

Pro vypocet derivace v bodé z = 0 musime pouzit definici:

f(0+h) — f(0) |h| — 0]
/ — 1. — . R e
1'(0) = Jim h fim ——
i
hoo h

Nyni budeme nejdfive zkoumat jednostranné limity.
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m — = lim — =
h—ot h h—0t h ’
Al =
Iim — = lim — = -1

Protoze se tyto jednostranné limity li$i, plyne odsud, Ze derivace f’(0) neexistuje.]

Poznamka. V predchozim prikladé jsme ukéazali, ze funkce f(z) = |z| je

diferencovatelna na intervalu (—o0, 0) a na intervalu (0, 00). V bodé = = 0 funkce neni
diferencovatelna. Funkce je presto v tomto bodé spojita.

Vi

Véta. Je-li funkce f diferencovatelna v bodé a, pak je v tomto bodé spojita.
Poznamka. Predchozi vétu nelze obratit jak ukazuje predchozi priklad.

Na nasledujicich obrazcich mazete vidét priklady grafi funkci, které nejsou v bodé a
diferencovatelné.

Nasledujici obrazky ilustruje rozdil mezi grafem diferencovatelné funkce v bodé = a a
grafem funkce, kterad neni diferencovatelna v bodé = = a.
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Derivace vyssich radu

Predpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelna funkce na otevieném intervalu I, pak
derivace f' je téZ funkce na intervalu I. Pokud je f’ diferencovatelna funkce na intervalu
I, pak derivace f’ se nazyva druhéa derivace funkce f a znaci se f”. Obdobné se definuji i

vyssi derivace.

Obecné derivace n-tého radu funkce f v bodé z( se znaci f(")(wo) a je definovana jako

(n—1) h) — (n—1)
f(n)($0) _ }Lﬁ% f (zo + })L f (mo).

Tedy

£ = <f(n71))’.

Uzijeme-li Leibnizova zapisu derivace, pak derivace n-tého radu mlzeme zapsat jako
&f d (dvf
dzn  dz \ daznt )’

Priklad. Je-li f(z) = 23 — z, pak najdéme druhou derivaci funkce f.

Reseni. Nejprve spocteme prvni derivaci funkce f:
f'(z) = 32 — 1.
Druhou derivaci funkce f pak spoc¢teme jako derivaci funkce f’:
f"(z) = (3% — 1)' = 6.
Druha derivace f” je definovana pro véechna z € R.
P¥iklad. Najdéme derivace f” a f® funkce f(z) = z° — .

Reseni. Prvni a druhou derivaci funkce f jsme spocetli v pfedchozim pfikladu. Derivace
f" je pak derivace funkce f”:
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f"(z) = (6z)" = 6.

Derivace f(* je derivace funkce f"":

Konec 23.11.
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