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Predbézneé uvahy

Tecna ke grafu funkce

Uvazujme funkci y = f(z), a kfivku C, ktera je jejim grafem. Zvolme bod P(a, f(a)) na
kfivce C. V okoli bodu P uvazujme bod Q(z, f(z)), kde = # a. Use¢ka PQ se nazyva
se¢nou (nebo sekantou) krivky C'. Vyjadfeme nyni smérnici:

(z) ~ (@)

r—a

me =

Definice teény. Teénou ke kiivce y = f(z) v bodé P(a, f(a)) je pfimka prochazejici

bodem P a majici smérnici

o f@) = £

T—a r—a

pokud posledni limita existuje.
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Pfiklad. Najdéme rovnici te¢ny ke kfivce o rovnici y = 2% v bodé P(1,1).

Reseni. Nejprve si zkontrolujeme, 7e bod P lezi na kfivce. Dosazenim dostaneme 1 = 1%,
tedy bod P lezi na kfivce. Nyni si vyjadrime smérnici tecny.

Smérnici tecny Ize vyjadrit alternativné, pokud polozime h = x —a axz = a + h, pak

fla+h) - f(a)
- :

mpg =

Nyni Ize opét vyjadfit smérnici k limitnim prfechodem h — 0:

fla+h) - f(a)
- :

k = lim
h—0
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Ola+h. fla+h))
Vi

Priklad. Najdéme rovnici tecny k hyperbole o rovnici y = % vbodé T'(3,1).

Reseni. Nejprve si zkontrolujeme, Ze bod T' leZi na hyperbole. Dosazenim dostaneme

1 = 3, tedy bod T na hyperbole lezi. Pfejdéme k vypoctu smérnice tecny.

fB+h) - 13

=i
& hlg(l) h
3 3—(3+h)
. 3+h ) 3+h
=lim ——— = lim
h—0 h h—0
—h —1 1

T hGen  iB3 A3

Tedy rovnice te¢ny s bodem dotyku T'mé tvary — 1 = —%(:r: — 3). Po Upravé
dostaneme smérnicovy tvar rovnice tecny y = —%w + 2. Obecna rovnice tecny ma tvar
x+3y—6=0.

Okamazita rychlost
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UvaZujme pohyb hmotného bodu po pfimce. Funkce f popisuje pohyb hmotného bodu
a funkéni hodnota oznacuje polohu bodu v zavislosti na cCase t.

r=a t=a-+h
—e - - t o
{‘] L. - > ‘_S‘

fla + h) — fla)

l—— fla)

Y

fla+ h)

A

Uvazujme casovy interval zacinajici v ¢ase t = a a koncici v ¢ase t = a + h. Potom Ize
vyjadrit pramérnou rychlost jako

fla+h) - f(a)
- :

v =

Definice okamzité rychlosti. Okamzitou rychlosti hmotného bodu v ¢ase t = a

rozumime limitu primérné rychlosti v case t = a pro h — 0:

fla+h) - f(a)

v(a) = lim ,

pokud posledni limita existuje.

Priklad. Predpokladejme, Ze jsme z klidové polohy upustili téleso z vysky 450m.

Zanedbavame odpor vzduchu.
(a) Jaka je okamzita rychlost télesa v Case t = bs?

(b) Jaka je okamzita rychlost télesa v ¢ase dopadu?

Reseni. Pohyb télesa béhem volného padu Ize popsat rovnici

1
s=f(t) = Eth = 4.9¢%,
kde s je vyska télesa nad zemi v metrech a t je ¢as v sekundach.

Potom plati:
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~ fla+h)— f(a) ~ 4.9(a+ h)? — 4.9a%
B h
4.9(a® + 2ah + h? — a?) 4.9(2ah + h?)
h—0 h h—0 h
=1im4.9(2a + h) = 4.9 - 2a = 9.8a.
h—0

(a) Okamzita rychlost télesa v ¢ase t = bs je v(5) = 9.8 - 5 = 49m/s. (b) Protoze téleso
pada z vysky 450m, pak téleso dopadne na zem v ¢ase t za podminky, kdy s(t) = 450, t;.

kdyz
4.9t> = 450.
Odtud
450
t=4/—— ~ 9.6s.
4.9 s

Okamtzita rychlost télesa v ¢ase dopadu je v(9.6) = 9.8 - 9.6 ~ 94m/s.

Definice derivace

Definice. Necht f je funkce definovana na néjakém okoli bodu a. Derivaci funkce f v
bodé a rozumime limitu
fla+h)— f(a)

/ R T

pokud posledni limita existuje.

Pokud polozime v definici derivace £ = a + h, pak dostaneme

N (5 (0}

T—a r—a

Priklad. Uzitim definice derivace ur¢eme derivaci funkce f(z) = 2% — 8z + 9 v bodé
(@) x =2,
(b) z = a.

Reseni. (a) Z definice derivace dostavame
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f2+h) - 1(2)

! I
F2) = lim h
(2+h)2—8(2+h)+9—(2>—-8-2+9)
= lim
h—0 h
. 444h+h*—-16—-8h+9—-4+16—9
= lim
h—0 h
i h? — 4h . h(h — 4)
=lm-——=Im —
hl—>0 h h—0 h
= lim(h — 4) = —4.
h—0

f'(a) = lim A

h—0

= lim
h—0 h
g H20h+ R —8a—8h+9—a’+8a—9
~ 0 h
. 2ah+h?*—8h . h(2a+h-—38)
= lim = lim
h—0 h h—0 h
= lim(2a + h — 8) = 2a — 8.
h—0

O

Déle mUzeme konstatovat, Ze hodnota derivace f'(a) je smérnice teény k grafu funkce
f v bodé a.

Pfiklad. Urcete smérnici te¢ny k grafu funkce f dané predpisem f(z) = 2> — 8z +9v
bodé T(3, 7).

Reseni. Nejdfive uréeme druhou soufadnici bodu T'. Dosazenim z = 3 dostavame
f(3) =32 —8-3+9 = —6.V piedchozim pikladu jsme uréil, 7e f'(a) = 2a — 8.
Dosazenim a = 3 dostavame f'(3) = 2 -3 — 8 = —2. Smérnice tecny k grafu funkce f

v bodé T je —2. Odtud plyne, Ze rovnice tecny k grafu funkce f v bodé T je
y—(-6) = ~2(z - 3),
tj.
y+6=—-2r+6,

y = —2.
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Va

y=x"—8x+9

=Y
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