19.09.25 22:50 Lekce 5 spojitost

Spojitost funkci

Definice. Rekneme, 7e funkce f je spojita v bodé a, jestlize

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Definice nepfimo pozaduje, aby

1. f(a) bylo definovano, tj. a € Dy.
2. Aby limita lim,_,, f(z) existovala.
3. Aby lim,_,, f(z) = f(a).
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Dole na obrazku vidime priklad funkce, ktera je nespojita v bodech: z =1,z = 3 a

Tz = 5.
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Pfiklady. UvaZzujme nasledujici funkce: (a) f(z) = —=

(b)

L
f@) = ud xi pro x # 2
1 prox =2

(©

f(z) = ml—z prox # 0
1 proz=0

a hledejme body nespojitosti téchto funkci.

Reseni. (a) Funkce f je racionalni lomena funkce, tedy je spojita na celém svém
defini¢nim oboru R \ {2}. Bod z = 2 je tedy jedinym moznym bodem nespojitosti.

(b) Zde plati f(2) = 1, tedy f je spojita v bodé z = 2, pokud bude platit, Ze
limg o f(z) = 1.

) Cox2—z-2  (z—2)(z+1)

i) =y Ty Timle =37l

Tedy f neni spojita v bodé = = 2.

(c) Funkce f je spojita v kazdém bodé a € R \ {0} nebot

1 1
lim f(z) = lim — = — = f(a).

Tz—a T—a g2 a

V bodé = = 0 je funkce f spojita, pokud bude platit, ze lim, .o f(z) = f(0) = 1.

lim f(z) = mizoo;él.

z—0 m—>0 ;1:2
Tedy f neni spojitd v bodé x = 0.
Grafy funkci z prikladu (a), (b) a (c) jsou na obrazku nize.
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V bodech a), b) jde o tzv. odstranitelné nespojitosti a v bodé c) ma dana funkce
neodstranitelnou nespojitost.

Priklad. Funkce

f(z) = {sin(l/m) pro z # 0,

10 proxz =0

je nespojita v bodé = = 0, ale je spojita v kazdém jiném bodé.

# Zobrazme graf funkce f(x) = sin(1/x) na okoltl nuly.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X
y

np.linspace(-0.01, 0.01, 1000)
np.sin(1/x)

plt.plot(x, y)
plt.show()
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Definice jednostranné spojitosti. Funkce f je v bodé a spojita zprava, pokud existuje
lim, .+ f(z) arovna se f(a). Funkce f je v bodé a spojita zleva, pokud existuje

lim, ,, f(z) arovna se f(a).

Poznamka. Z predchozi definice plyne, Ze funkce f je spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz

je spojita zprava i zleva.
Priklad. Uvazujme funkci danou predpisem
f(z) = |z| = cela cast Cisla z.

Funkce f je spojita zprava v kazdém bodé a € 7Z, ale neni spojita zleva v zZadném bodé
ac Z.

f(x) je nejvétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno .

Priklady: |3.14| =3, | -2.5] = =3, |5] = 5.

VA
*—0
*—0
1T *—0
'y < I I >
0 1 2 3

Definice spojitosti na intervalu. Funkce f je na intervalu I spojita, pokud je spojita v
kazdém bodé a € I. (V koncovych bodech intervalu I je tfeba uvazovat jednostrannou

spojitost.)
Pfiklad. Funkce f(z) = 1 — v/1 — x? je spojita na intervalu (—1,1).

VA

y=1-1-2x2

PFi vypoctu jednostrannych limit lim,_, 14 f(z) a lim,_,1— f(z) je tfeba pouzit

vzorovou limitu:
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lim Vﬂf:: 0.

z—0+

# Vytvorme graf funkce g(x) = 1 -x**2
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X
y

np.linspace(-1, 1, 1000)
1 - x**2

plt.plot(x, y)

# prdejme obé osy x a y
plt.axhline(®, color='black")
plt.axvline(@, color="black")

# popisky os
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('y")

# priddme ndzev grafu
plt.title('Graf funkce g(x) = 1 - x**2")

plt.show()

Graf funkce g(x) = 1 - x**2

1.0 1

0.8

0.6

0.4 1

0.2 -

0.0

T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Vlastnosti spojitych funkci

Véta (algebra spojitych funkci). Necht' f a g jsou spojité funkce v bodé a € R a necht’
¢ € R je konstanta. Pak jsou nasledujici funkce spojité v bodé a:
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1.f+g
2.f—g
3.9
4.c-f
5. f/g (pokud g(a) # 0).

Véta. (a) Polynomicka funkce f(z) = apz™ + ap12" P+ -+ aiz + ao je spojité na
R.

(b) Racionalni funkce f(z) = p(—m), kde p a ¢ jsou polynomy, je spojita na R s vyjimkou

q(=)
bod, kde je g(x) = 0.
Ditikaz. Obé tvrzeni plyne z véty o algebre spojitych funkci.l]

Véta. Nasledujici typy funkci jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru:

* polynomy

® racionalni funkce

* exponencialni funkce
* logaritmické funkce

® goniometrické funkce
e cyklometrické funkce

®* mocninné funkce

Poznamka. Z predchozi vét tedy plyne, Ze jakakoli funkce, ktera vznikne z elemnetarnich
funkci uvedenych v pfedchozi vété pomoci aritmetickych operaci, je spojita v kazdém
bodé svého definicniho oboru.

In z+arctan x
z2—1

P¥iklad. Najdéme intervaly, kde je spojita funkce f(z) =

Reseni. Podle pfedchozi véty je funkce y = In z spojita na (0, 00) a funkce y = arctan
je spojita na R. Polynom y = 2 — 1 je spojitou funkci na R. Véta o algebre spojitych
funkci nam fika, ze funkce f je spojita na pro kazdé = > 0 s vyjimkou kdy z2 — 1 = 0,
tedy pro x = £1. Tedy funkce f je spojita na intervalech (0,1) a (1, 00).0d

Véta (o limité slozené funkce). Jestlize je funkce g spojita v bodé b a lim,_,, f(x) = b,
pak lim, ., g(f(z)) = g(b). Jinymi slovy,

lim(g o f)(z) = lim g(f(x)) = g(lim f(z)).

T—a

Disledek. Je-li f spojita v bodé a a funkce g je spojita v bodé f(a), pak funkce g o f je
spojita v bodé a.
Dtikaz. Je-li vnitini funkce f spojita v bodé a, pak plati

f(a) = lim f(z).

T—a
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Déle, pokud predpokladame, ze vnéjsi funkce g je spojita v bodé b = lim,_., f(z), pak

plati

(go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = g(lim f(z)) = lim(g o f)(z).

T—a T—a

Odtud plyne

lim(g o f)(z) = (g © f)(a)-

T—a

Tj. slozena funkce g o f je spojita v bodé a.[]

Priklad. (a) Je mozné dokazat, ze

. sinzx
lim

z—0 @

= 1.

Pouzijte vétu o limité sloZzené funkce a vypoctéte

. 2
. sin x

lim .

z—0 €T

Resgeni.

(b) Vypoctéte

z—1 — X

: (1=

lim arcsin| ———— |.

Reseni. Funkce arcsin je spojitd na (—1, 1), potom s vyuZitim véty o limité slozené
funkce dostavame

1—z 1—z
lim arcsin 1— = arcsin| lim ————

z—1 - z—1 1 —2x

1-z )

— arcsin

M T—va i+ e

.1 )
= arcsin | lim

z—1 1+\/§
=(3)
= arcsin| —
2
T
5

Véta (Bolzanova véta o mezihodnoté). Necht' f je spojita funkce na intervalu (a, b) a
necht N je realné ¢islo mezi f(a) a f(b). Pak existuje ¢ € (a, b) takové, ze f(c) = N.
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V4 Y4
fib) fib)
N y=flx)
N
fla) y=fx) fla)
0 4 c bt 0 4 ¢ c, e, bt
(a) (b)

Priklad. Dokazme s vyuzitim Bolzanovy véty o mezihodnoté, ze algebraicka rovnice
4z% — 622 +32-2=0
ma reélny kofen v intervalu (1, 2).

Reseni. Definujme funkci f predpisem f(z) = 43 — 622 4 3z — 2. Funkce £ je spojita
na intervalu (1, 2) a nabyva na jeho koncich opaénych znamének, nebot f(1) = —1a
£(2) = 12. Pak

f(1) <0< f(2).

Podle Bolzanovy véty o mezihodnoté existuje ¢ € (1, 2) takové, Ze f(c) = 0. Tedy c je

hledany koren rovnice. []

Zobrazme si graf funkce f.

# @title
# Zobrazme graf funkce f(x) = 4x"3 - 6x"2 + 3x - 2:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X
y

np.linspace(-1, 2, 1000)
Q*x**3 - g¥xk*) 4 3ky - 2

# zobrazme primRu y = 0:
plt.plot(x, np.zeros(len(x)), 'r--")

plt.plot(x, y)
# zobrazme popisky os:
plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y")
plt.show()
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