19.09.25 22:41

limitaFunkce

Definice limity

Definice limity funkce v bodé. Méjme danu funci f definovanou na jistém otevieném
intervalu obsahujicim bod a pficemz bod a sém nemusi patfit do defini¢niho oboru

funkce f. Rekneme, ze ¢islo L je limitou funkce f v bodé a a piseme

lim f(z) = L,

T—a

pokud pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé z € R splnujici
0<|z—al <dplati|f(z) — L| <e.

_‘I-1 [ 3

Priklad: Ukazme, ze

lim(4z —5) = 7.

z—3

Reseni: Funkce f(z) = 4z — 5 je funkce definovana na celé realné ose, takze miizeme
zkoumat limitu v bodé = 3. Zvolme libovolné € > 0. Chceme najit § > 0 takové, ze
pro kazdé z € R spliujici 0 < |z — 3| <  bude platit [(4z —5) — 7| < e.
Upravou zjistime

|(4z — 5) — 7| = |4z — 12| = 4]z — 3.
Tedy hledame § > 0 takové, ze pro kazdé = € R splfiujici 0 < |x — 3| < § bude platit

4|z — 3| < e.

g

dlz-3|<eeljz—-3< 1

To naznacuje, Ze staci zvolit § = %. Ukazme, ze toto d skutecné vyhovuje.
Pfedpokladejme tedy, Zze 0 < |z — 3| < § = <. Potom

](4w—5)—7|:4]w—3|<4-%:s.
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19.09.25 22:41 limitaFunkce

To dokazuje, Ze lim,_,3(4x — 5) = 7.

/}'=4.r—5
T+e
7L __
T—e

0 /3\ X

3—&6 3+0

Definice (jednostranné) limity (a) PiSeme

lim f(x) =L,

T—a—

pokud pro kazdé e > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé = € (a — 4, a) plati
|f(z) — L| <e.

(b) Piseme

lim f(z)=L,

rz—a+

pokud pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé = € (a,a + 9) plati
@) - I <e

Priklad. Dokazme pfimo z definice, ze

lim \/520.

z—0+
Reseni. Zvolme libovolné & > 0. Hledejme § > 0 takové, e

kdyz0 < z < 4, pak |\/z — 0| <.

Tedy

kdyz 0 < z < d, pak \/z <.

VT <eox<el

Posledni podminka napovida, ze § = &2 vyhovuje. Ukazme, Ze tato volba vyhovuje.
Je-li e > 0 libovolné, pak necht § = €2 Necht 0 < = < 4. Pak
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VZ < Vo= LV g2 = ¢.
Tudiz |/z — 0| < . Dokazali jsme tedy lim,_,o4 /2 = 0.0
Definice nevlastni limity. Necht' f je funkce definovana na jistém otevieném intervalu

obsahujicim bod a pficemz bod a sam nemusi patfit do defini¢niho oboru funkce f.
PiSeme
lim f(z) = oo,

T—a

pokud pro kazdé M > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé = € (a — §,a + d) pro
které je x # a, plati f(z) > M.

Poznamka. Podminka, ze z € (a — §,a + J) soucasné x # a je ekvivalentni podmince:

0<|z—al <.

VA

=Y

yd
-0 /‘a\

a— o a+ o

Priklad. Ukazme podle definice, ze

Reseni. Necht M > 0. Chceme najit § > 0 tak, aby pro kazdé z € R splfiujici
0 < |z| < d platilo % > M.

Plati:

1 1 ) 1
—>M& —>z" e/ — > |z|
x? M M

Polozme tedy § = 4/ ﬁ Pak pro kazdé z € R splnujici 0 < |z| < § plati

Lom

xr2
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To dokazuje, Ze lim, % = +o0.
Definice nevlastni limity. Necht f je funkce definovana na néjakém otevieném intervalu
obsahujicim bod a € R. Piseme

lim f(z) = —o0,

Tr—a

pokud pro kazdé N < 0 existuje § > 0 tak, aby pro kazdé z € R spliujici
0 < |z —a| < dplatilo f(z) < N.

VA

Definice nevlastni jednostranné limity. Necht' f je funkce (definovana na néjakém
intervalu (a,a + K), kde K > 0.) Pak piseme

lim f(z) = o0,
T—a+

pokud pro kazdé M > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé = (z € (a,a + K)) plati

ze(a,a+6) = flz)> M.

Déle piseme

JILI(?+ f(m) =%

pokud pro kazdé N < 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé z (z € (a,a + K)) plati
z € (a,a+d0) = f(z)<N.
Poznamka. Pojem nevlastni limity lim, ,,_ f(z) = £oo se definuje analogicky. Tedy

fekneme, Ze lim, ., f(x) = +00, pokud pro kazdé M > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro kazdé z (z € (a — K, a)) plati

re(a—d,a) = flz)>M.
Rekneme, ze lim, ., f(x) = —oo, pokud pro kazdé N < 0 existuje § > 0 takové, ze
pro kazdé z (z € (a — K, a)) pro které plati

z€(a—d,a) = f(z)<N.
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Metody vypoctu limity funkce
Véta (algebra limit). Necht ¢ € R je konstanta a necht’ existuji vlastni limity

lim f(z),lim g(x).

Tr—a T—a
Pak plati

(z) +9(z)] = lim,q f(z) + lim,q g(2),
) )] = lim; 4 f(x) — lim; 4 g(m):

3.lim, ,[c- f(z)] = - lim, ,, f(),

f(z) - g(x)] = limgq f(z) - limgq g(z),

f(z) lim, ., f(z)

5. limw‘)a 9@) = m pokud ].imw‘)a g(m) 7§ 0.

Priklad. Uvazujme dvé funkce f a g jejichz grafy vydime dole na obrazku:

V ok
‘ f
)| /1/ \\
a
R W
; :
-“-““""“‘--..___‘

Vyuzijme obrazku a vy$ uvedenou vétu k vycisleni nasledujicich limit:

1. limg ., 5[f(x) + 5g()]
]

2. lim,_; [f(x)g(x)
T2 g(x)

Reseni:
1. Z grafl obou funkci f a g je zrejmé, ze

lim f(zx)=1 a lim g(z)=—1.

T——2 T——2
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Potom kombinaci pravidel 1. a 3. dostaneme

lim,[f() + 5g(x)] = lim_f(z) + lim 5g(z)

T——2 T——2
= lim f(z)+5 lim g(z)
z——2 T——2
=1+5(-1)
= —4.

2. Opét z grafli obou funkci f a g je zfejmé, ze

lim f(zr)=2 a lim g(z)=-2 a lim g(z)=-1.

z—1 r—1— z—1+

Tedy oboustranna limita lim,_,; g(z) neexistuje, a proto nelze aplikovat pravidlo 4.
Nicméné, pravidlo Ize pouzit pro vypocet jednostrannych limit, a to

lim [f(z)g(2)] = lim f(z) lim g()
=2(-2)

Dale

Z téchto vypoctl vyplyva, ze oboustranna limita lim, 1 [f(x)g(x)] neexistuje nebot leva
a prava limita nejsou stejné.
3. Opét z grafli obou funkci f a g Ize vycist, ze
lim f(z) ~ 1.4 a limg(z)=0.
T—2 T—2

Protoze je jmenovatel lim,_,2 g(z) roven nule, nelze pouzit pravidlo 5. Uvedena limita

neexistuje jako vlastni limita protoze limita v Citateli existuje a je nenulova.

Poznamka. Posledni vySetfovana limita neexistuje ani v pfipadé, kdy pripoustime
nevlastni limity. Totiz vySetfenim jednostrannych limit dostaneme

G ,
S 9(x) Jim f(z) lim gz
o fle) 1

6. (mocninné pravidlo)

mmﬂmwzﬁmqmﬂﬁ neN.

Tr—a T—a
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Vzorec Ize dokazat matematickou indukci podle n.

Nejdfive polozime n = 1. Potom
. 1 . . 1
lim[f(2)]" = lim f(z) = [lim £(2)] -
Predpokladejme, ze pro n € N plati

lim[f(z)]" = [lim f(x)]".

T—a T—a
Nyni dokazme, ze vzorec plati i pron + 1. Tj.

limf(2)]"! = [lim f()

n+1
T—a T—a ]

S vyuzitim indukéniho predpokladu a pravidla pro vypocet limitu soucinu Ize psat

lim [f(z)]""" = lim[f(z)]" - lim f(=)

T—a T—a T—a

= [tim f(z)|" - im (=)

T—a T—a

= [lim f(x)

n+1
T—a :|

O

7. (odmocninové pravidlo)

lim ¢/f(z) = o/lm f(@), neN.

Je-li n sudé, pak je nutné predpokladat, ze lim,_,, f(x) > 0.

8.
limc=¢, ceR.
Tr—a
9.
limz = a.
Tr—a
10.
limz" =a”, ne€N.
T—a
11.

li 7= 3, nel

Je-lin sudé, pak je nutné predpokladat, ze a > 0.
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Priklady. Vypocitejme nasledujici limity:

1. lim,_,5(22? — 3z + 4)

3 2
Reseni:
1.
lim(22? — 3z + 4) = lim 22 — lim 3z + lim 4
r—5 z—5 z—5 z—5
=2limz? —3limz +4lim1
z—5 T— T—5
=2-25—-3-5+4-1
=50—-15+4
= 39.
2.
5 23+ 222 —1  lim, ,_o(x®+ 222 — 1)
im =
z—-2 5 — 3z lim,,_2(5 — 3z)

limg , o 2® 4+ 2lim, . 92 — limg, o1

lim, , »5—3lim, , s
—8+8—1
5+6
-1
0

Véta (substituce v limité). Je-li funkce f polynom nebo racionalni lomena funkce a bod
a je v jeho defini¢nim oboru funkce f, pak

lim f(z) = f(a).

T—a

Priklad. Vypocitejme nasledujici limitu:

R — |
lim .
z—1 x© —1

“ 2_
Reseni: Uvazujme funkci f(z) = 2L Funkce f je racionalni lomena funkce a bod
z—1
a = 1 neni prvkem jejiho defini¢niho oboru. Nicméné, pro x # 1 plati
22-1 (z—-1)(z+1)

f(w):m—l_ P =x+1.

Funkce g(z) = = + 1 je polynom a bod a = 1 je v jejim defini¢nim oboru. Navic pro
z # 1 plati f(z) = g(z). Tedy

lim f(z) =limg(z) =¢g(1) =14+1=2.

z—1 z—1
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Plti totiz nasledujici tvrzeni:
Véta. Jestlize f a g jsou funkce pro néz je f(z) = g(x) kdyz x # a, potom plati

lim f(z) = lim g(z),

T—a T—a

pokud alespon jedna z limit existuje.

Priklad. Vypocitejme nasledujici limitu:

- (3+h)2-9
hm _ .
h—0 h

(3+h)2-9

Reseni: Uvazujme funkci f(h) = . Funkce f je racionalni lomena funkce a bod

a = 0 neni prvkem jejiho defini¢niho oboru. Nicméné, pro h # 0 plati

B3+h)?2—-9 (9+6h+h%)—9
h N h
6h+h*>  h(6+h)
h h

=6+ h.

Protoze pro véechna h # 0 plati f(h) = 6 + h, je

li h) = li h) = = 6.
hlir(l)f() hlir(l)(ﬁ—f-) 6+0=26

Priklad. Vypocitejme nasledujici limitu:

.Vt +9-3
lim ——.

t—0 t2

Reseni: Opét i v tomto pFipadé je limita ve jmenovateli rovna nule, a proto nelze pouzit
pravidlo 5 pro vypocet limity podilu. Nicméné, plati

. t24+9-3 . t24+9-3 Vt2+9+3
im—Fm7— — — lim .
t—0 12 t—0 12 m+3
o (#+9) -9
= lim
=0 £2(v£2 + 9+ 3)
. ¢
= lim
20 2(\2 + 94 3)
1
= lim

t—0 «/t2+9+3
1

lim, (2 +9) + 3
1

vO+9+3
1

6
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Véta (uziti jednostrannych limit).

lim f(zx) =L <« lim f(z) =L = lim f(z).

T—a T—a— r—a+

Priklad. Ukazme, ze

lim |z| = 0.
z—0

Reseni: Pro z > 0 plati |z| = z a pro z < 0 plati |z| = —z. Tedy
z| = Ly z >0,
-z, x<0.

Odtud plyne, ze

lim |z| = lim (—2) =0
z—0— z—0—
a
lim |z| = lim z = 0.
z—0+ z—0+
Z predchozi véty pak plyne, ze
lim |z| = 0.
z—0
Priklad. Ukazme, Ze limita
|zl
lim —
z—0 T
neexistuje.
Reseni: Pro z > 0 plati |z| = z a pro = < 0 plati |z| = —z. Tedy
< —T
lim — = lim — = —1,
z—0—- T z—0—- X
ale
. T . T
lim u: lim — =1.
z—=0+ z—0+ 2
Z predchozi véty pak plyne, ze
=]
lim —
z—0 X

neexistuje.

Priklad. Uvazujme funkci
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f(m):{\/m, z > 4,

8 —2x, x=<A4.
Urceme lim,_,4 f().
Reseni: Pro z > 4 plati f(z) = v/ — 4 aprox < 4 plati f(z) = 8 — 2z. Tedy

lim f(z) = lim (8 —2z) =0
z—4— z—4—

lim f(z) = lim /Jz—4=,/4—-4=0.

z—4+ z—4+
ProtoZe se sobé rovnaji obé jednostranné limity, je i oboustranna limita rovna nule, tj.

lim f(z) = 0.

r—4

VA

Véta (o sevieni). Necht f, g a h jsou funkce definované na néjakém okoli bodu a (s

vyjimkou mozna samotného bodu a) a necht plati
f(z) <g(z) <h(z), xc0u\{a}.
Jestlize existuji limity

lim f(z) = lim h(x) = L,

T—a T—a
potom existuje i limita

lim g(z) = L.

T—a
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}" A
h

L
A

R Bt

Poznamka. Pod okolim bodu a rozumime mnozinu O, = (a — §, a + §) pro néjaké
d>0.

PFiklad. Pomoci véty o sevieni ukazme, ze lim,_,o 2% sin(1/z) = 0.

Reseni. Pro z € Oy \ {0} plati —1 < sin(1/z) < 1. Nasobenim nerovnosti
—1 < sin(1/z) < 1 &islem 2 dostaneme —z? < 2?sin(1/z) < x2. Protoze
lim, ,y —z2 = lim,_,y 2> = 0, podle véty o dvou policajtech mame

lim, 0 % sin(1/z) = 0.

-y

Poznamka. Pokud uvazujeme dvé funkce f, g : R — R ajedna z nich bude na okoli
bodu z = a omezena a druha bude mit v tomto bodé limitu rovnu 0, pak

lim f(x)g(z) = 0.

T—a

Je-li napriklad funkce f na néjakém okoli bodu a omezenou funkci, potom existuje
M > 0 tak, Ze pro kazdé z z tohoto okoli, x # a bude platit

~M < f(a) < M. (1)

Déle, pokud vime, ze lim,,_,, g(z) = 0, potom také lim,_,, |g(z)| = 0.

file:///G:/IMUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_4/limitaFunkce.html 12/13



19.09.25 22:41 limitaFunkce

Pokud roznasobime soustavu (1) nezapornym ¢islem |g(z)|, dostaneme

—Mlg(z)| < f(z)g(z) < M|g(z)|.

Aplikaci véty o sevieni dostavame

lim f(z)g(z) = 0.

T—a

file:///G:/IMUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_4/limitaFunkce.html 13/13



