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Bolzano-Weierstrassova veta

+o00
n=1 a

rostouci posloupnost pfirozenych Cisel n; < ng < --- < - - -. Potom posloupnost

Definice (vybrana podposloupnost). Méme danu posloupnost X = (a,)

X' = (br)pey = (ank)z;xl) se nazyva vybrana podposloupnost posloupnosti X.

Priklady.
(a) Uvazujme posloupnost X = (%, %, %, %, ...). Vybereme-Ii z této posloupnosti kazdy
druhy clen, dostaneme posloupnost X' = (by)7, = (%, %, %, cel)

Sestavme rostouci posloupnost pfirozenych cisel n1 < na < --- < - - - tak, aby platilo:

1
bk:ank:ﬁ prok=1,2,...

Tedyny =2,ny=4,n3 =6,...,n, = 2k,....

Pokud budeme uvazovat rostouci posloupnost pfirozenych Cisel ny < mng < -+ < -+

tak, aby platilo:

ng=2k—1 prok=12,...,

1 1
T, ,g,...).

w| =

dostaneme posloupnost X" = (¢ )5, = (

Véta. Jestlize realna posloupnost X = (a,,)1°] ma limitu a € R, pak kazda jeji vybrana

podposloupnost X' = (b;)$2, = (an, ), s ma také limitu a.

Véta (kritérium divergence). Je-li X = (a,),> posloupnost realnych &isel, potom tato
posloupnost je divergentni, tj. nema vlastni limitu, je-li spInéna jedna z nasledujicich
podminek:

(a) Posloupnost X ma dvé rizné vybrané podposloupnosti, které maji rizné limity.

(b) Posloupnost X je neomezena.
Priklady.

(a) Uvazujme posloupnost X = ((—1)")%}. Tato posloupnost nema vlastni (ani
nevlastni) limitu. Vybereme-li z této posloupnosti kazdy druhy clen, dostaneme
posloupnost X' = (b,)%2, = ((—1)%*)% = (1,1,1,...). Vybereme-li z posloupnosti
X kazdy treti clen, dostaneme posloupnost

X" = ()52, = ((—1)1) % = (=1,-1,—1,...). Posloupnosti X' a X" maji riizné
limity, tedy podle kritéria divergence je posloupnost X divergentni.

(b) Uvazujme posloupnost X = (1, %, 3, %, 5, %, ..
tedy podle kritéria divergence je posloupnost X divergentni.

.). Tato posloupnost je neomezen3,
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Véta (o existenci monotonni podposloupnosti). Je-li X = (an):z posloupnost

redlnych cisel, potom existuje monoténni podposloupnost posloupnosti X.

Véta (Bolzano-Weierstrassova). Kazda omezena posloupnost realnych cisel ma
konvergentni podposloupnost.

Ditkaz. Necht X = (a,),"™ je omezena posloupnost relnych &isel. Potom podle
predchozi véty mé posloupnost X monoténni podposloupnost X’ = (&), ,. ProtoZe
posloupnost X' je omezend, potom v diisledku Véty o monoténni omezené
posloupnosti mé posloupnost X' vlastni limitu a € R. Tedy posloupnost X" je

konvergentni. [

Cauchyovské posloupnosti

Definice. Rekneme, 7e posloupnost X = (an)x’i realnych cisel je Cauchyovska, jestlize

pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n, m > ng plati

la, —an,| <e.

Priklady.

(a) Posloupnost X = (1/n) >} je Cauchyovska. Skute¢ng, necht e > 0 je zvoleno
libovolné. Déle zvolme pfirozené ¢islo ng € N tak, aby platilo ny > 2/e. Potom pro

kazdé n,m > ng plati

<

1 €
— —+tT=c¢
m no no 2

€
2

Protoze jsme Cislo € > 0 zvolili libovolné, dostavame, ze posloupnost X je Cauchyovska.
U

(b) Posloupnost X = (1 4 (—1)")."> neni Cauchyovska. Skute¢ng, necht £y = 2. Potom

pro sudé n plati:
[@ni1 = an] = [1+ (~1)" = (1 + (-1)")| =2 = 0.
Potom pro kazdé pfirozené Cislo ny € N existuje sudé n > ny a potom mame:

To je spor s definici Cauchyovské posloupnosti a tedy posloposunst X neni Cauchyovska.
O

Véta. Kazda konvergentni posloupnost realnych cisel je Cauchyovska.

Dtikaz. Necht X = (an):z je konvergentni posloupnost realnych cisel a a € R je jeji

limita. Potom pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati
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la, —al < ‘.
2

Nyni pro kazdé n, m > ng mame:

€ e
|an_am|:|an_a+a_a’m|§|an_a’|+|a’_am|<§+5:€'

OJ
Lemma. Kazda Cauchyovska posloupnost realnych cisel je omezena.

Diikaz. Necht X = (an):g je Cauchyovska posloupnost realnych cisel. Potom pro
€ = 1 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n, m > ny plati

Déle z trojuhelnikové nerovnosti plyne pro kazdé n > ny:

|a’n| = |a’n — Qn, +an0| S |a’n _an0| + |an0| <1+ Ian0|-

Polozime-li nyni
M = max{|a1], |az], ..., |an,—1], 1 + |an,|},
dostavame, ze pro kazdé n € N plati
lan| < M.

Tedy posloupnost X je omezena.[]

Véta (Cauchyovo kriterium konvergence posloupnosti). Redlna posloupnost je

konvergentni, pravé kdyz je Cauchyovska.

Dtikaz. Necht X = (xn);ﬁﬁ je konvergentni posloupnost realnych cisel. Potom je podle
predchozi véty posloupnost X Cauchyovska. Dokazme tedy opacné tvrzeni. Necht

X = (z,)> je Cauchyovska posloupnost realnych ¢isel. Z predchoziho lemmatu plyne,
Ze posloupnost X je omezena. Tedy podle Bolzano-Weierstrassovy véty ma posloupnost
X konvergentni podposloupnost X’ = (zn, ), s limitou z* € R. Diikaz nyni

dokoncime tim, ze kdyz ukazeme, ze lim,, s o0 T, = T*.

Za tim ucelem zvolme libovolné € > 0. Protoze posloupnost X je Cauchyovska, existuje

no € N tak, Ze pro kazdé n, m > ny plati

|z, — | < c.
2

Protoze plati z* = limy_, 1 Zn,, existuje kg € N tak, ze ng, > ng tak, ze

|z, —x*| < ‘.
2

Z vyse uvedenych vlastnosti vyplyva, Ze pro kazdé n > ng plati
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£
Tn — Ty | < =

2

Potom pro kazdé n > ng plati

[Zp — 2*[ = |20 — Ty, + Ty, — T
S |mn - mnk()’ + |mnk0 - m*|

<S4t
2 2 7

ProtozZe jsme Cislo € > 0 zvolili libovolné, dostavame, ze lim,, ,,  x, = x*. [J

Piklad. Uvazujme posloupnost H = (h,)>] definovanou piedpisem

1 1 1 1
h”:T+E+§+“.+% pron=1,2,...

Ukazme, ze posloupnost H = (hy), > neni Cauchyovska. To znamena, ze H je
divergentni. Pro libovolna pfirozena ¢isla n,m € N, n < m plati:

1 1 1 m—n n

hyp, —h, = e — 2> =1—-—.

i " n+1+n+2+ +m_ m m

. . . . 1 1
Posledni nerovnost plati proto, ze proi =n + 1,n +2,...,mplati - > .

Odtud pro libovolné n € N dostavame

n
hop —hy > 1 — — — =
2n T = om 2

To dokazuje fakt, ze H neni Cauchyovska posloupnost. Kdybychom totiz v definice
Cauchyovskeé posloupnosti zvolili napr. € = % pak by pro kazdé ng € N existovalo

n > ng tak, ze |ha, — hp| > % = ¢, coz je spor s definici Cauchyovské posloupnosti. L]

Kontraktivni posloupnosti

::3 realnych Cisel je kontraktivni, jestlize

existuje ¢ € (0, 1) tak, ze pro kazdé n € N plati

Definice. Rekneme, Ze posloupnost X = (z,,)

[Znt2 — Tnt1| < glTni1 — ol

Véta. Kazda kontraktivni posloupnost realnych cisel je Cauchyovska je tedy také

konvergentni.

Duikaz. Necht X = (mn);:z je kontraktivni posloupnost realnych cisel. Potom existuje
q € (0, 1) tak, Ze pro kazdé n € N plati

|mn+2 - wn+1| < q’anrl - xn|'
Odtud Ize odvodit, Ze pro kazdé n € N plati
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Lpt+2 — mn+1| S q‘mn+1 - mn| S q2|mn - "Bn71|

< @ln-1— Tpa <o < ¢"w2 — 21

Pro libovolna pfirozena ¢isla m,n € N, pro kterad je m > n plati s vyuzitim
trojuhelnikové nerovnosti

|xm - mn| = |wm — Ty 1t Tyl — T2t T Ty — mn|
< |:13m - "L‘m*1| + |"Em*1 - mm72| +eeet |wn+1 - mn|
< (@24 q" P+ g )|y — @

=" Mgt g e — o

qnfl ﬂ |23 — 21|
1—¢q

n—1

q
1—

A

|z — 21].

Nyni protoze je ¢ € (0,1), plati lim,_,; ¢" = 0. Odtud a z pfedchoziho odhadu pak
plyne, ze X = (z,,)°S je Cauchyovské posloupnost.[]

Piklad. Uvazujme tzv. Fibonacciho posloupnost F' = (F,,) definovanou pfedpisem

Fi=1 F=1 F,io=Fu+F, pron=12,...

Potom pro kazdeé pfirozené n € N poloZzime z, = —. Potom posloupnost
n+1

X = (2,),° je kontraktivni.
Nejdfive provedme experiment a vycisleme nékolik prvnich ¢lent posloupnosti X:

# napisme si funkci, Rterd bude vracet n-ty clen posloupnosti

def F(n):
if n==1or n ==
return 1
else:

return F(n - 1) + F(n - 2)

def X(n):
return F(n) / F(n + 1)

# Nyni si nechejme vypsat prvnich 10 clenl posloupnosti X

for n in range(1, 11):
print(X(n))
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.0

.5
.6666666666666666
.6

.625
.6153846153846154
.6190476190476191
.6176470588235294
.6181818181818182
.6179775280898876

O OO0 R

# Ddle se pokusme odhadnout konstantu q kontrakce posloupnosti X

for n in range(1, 21):
print(abs(X(n + 2) - X(n + 1)) / abs(X(n + 1) - X(n)))

.33333333333333326
4
.37500000000000044
.3846153846153829
.38095238095238093
.38235294117647056
.38181818181815297
.38202247191019634
.38194444444473125
.38197424892633025
.3819628647190943
.38196721311712023
.3819655521742569
.38196618660004217
.38196594438269976
.38196603674037044
.38196600124734864
.381966014914938
.3819660117057416
.3819660143730841

OO 0O 0O OO0 00O

Pro kazdé n € N plati

€T _— Fn+1 fry Fn+1 fry 1 fry 1
n Fn+2 Fn+1 + F, 1+ —FFn 14z, .
n+1

Pro libovolné n € N, n > 1 plati

1 1
1+, 1+xz,1
1421 —1—xz,
(1 + mn)(l + mnfl)

Tpn—-1 — Tn
(1 +z,)(1+zp1)

Tn+l — Tn =

Odtud snadno plyne

|$n - $n—1|

(L +za) (L +z1)

Tnt+1 — wn‘ -
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Déle Ize snadno dokazat indukci a s vyuzitim rekurzivniho vztahu z,+1 = 1. Ze pro
n

kazdé n € N plati

1
Odtud plyne pro kazdé n € N:
1.1 .2
2 " 14z, — 3
Pro kazdén € N, n > 1 plati
|wn _wn—1|
|wn+1 - :L'n| -

IN

<

Takto jsme dokazali kontraktivitu posloupnosti X s konstantou g = %. Tedy podle

predchozi véty je posloupnost X Cauchyovska a tedy konvergentni. []

Poznamka. Pokud v predchozim pfikladu polozime z = lim;,_, o Tn, pak z rovnice

—14++/5
zvr nebo

Tnil = ﬁ plyne z = ——, tj. > + = — 1 = 0. Odtud plyne, 7e z =

~1-5
2

z = 0 — 0.618034....

. Protoze x,, > 0 pro kazdé n € N, dostavame, ze

Prevracena hodnota Cisla x se nazyva zlaty fez a oznacuje se feckym pismenem . Plati

1 145

=1 =" =1618034...

Toto cislo mé celou fadu zajimavych matematickych vlastnosti. Jednou z téchto vlastnosti
je tzv. Binetliv vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti:

Fn:so __¢ ,

NG

kde iy = 52 = —0.618034....

O zlatém fezu se Ize docist napf. na Wikipedii.

Piklad. Uvazujme posloupnost X = (z,,) > definovanou predpisem

111 1 1
wn_F—i—;—l—?—F---—l—F pron=1,2,...

Potom pro kazdé n € N plati
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Tp+2 — Tntl =

Tpy1 — Tp =

Odtud plyne

lim |3’5n+2 - $n+1| B

n—-+00 |mn+1 — mn|

Odtud plyne, zZe posloupnost X neni kontraktivni. Na druhé strané bylo jiz drive
dokazano, ze je tato posloupnost konvergentni a tudiz je také Cauchyovska. Tento priklad
ukazuje, ze predchozi vétu nelze obratit. Tj. z toho, Ze je dana posloupnost Cauchyovska,

nelze usuzovat, Ze je kontraktivni. [

file:///G:/MUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_3/vlastnostiKonvergentnichPosloupnosti.html

vlastnostiKonvergentnichPosloupnosti

_
(n+ 2)2 ’

_ 1
(n+1)2°

1
(n+2)?

n——+00 1
(n+1)2

(n+1)°
lim ———
n—+o0o (n_|_ 2)2

lim ————— =
n—+oo n? + 4n + 4

n?+4+2n+1 .
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