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A-konvergencePosloupnosti

Konvergence posloupnosti

Pojem realné posloupnosti

Definice. Realnou posloupnosti rozumime zobrazeni a : N — R. Misto a(n) piseme a,,
a fikdme, Ze a,, je n-ty ¢len posloupnosti a. Posloupnost, jejimz n-tym ¢clenem je ap,
budeme znacit (a,, )2 ; nebo (a,).

Nékdy je a,, definovan jen pro n > ng a v takovém pripadé se fika, Ze posloupnost
za¢ina od ny. V takovém piipadé se zapisuje (an)n—n,-

Priklady posloupnosti.

(a) Aritmeticka posloupnost. Uvazujme parametry d # 0, a a definujme a; = a. Potom
pro kazdé n > 1 definujeme a,, = a,,_1 + d. Parametr d se nazyva diference

posloupnosti.

Napriklad, je-lia = 0,5ad = 2, paka; =a =0,5a2 =a1 +d=0,5+2 = 2,5,
a3:a2+d:2,5—|—2:4,5atd.

Z definice plyne, ze pro kazdé n € N;n > 1 plati: a,, — a,—1 = konst. = d.
Obecné plati: a; = a,ay = a+d,a3 =a+2d,...,a, =a+ (n—1)d.

Tedy pro kazdé n € N plati

a, =a+ (n—1)d, pron€N|

(b) Geometricka posloupnost. Uvazujme dva paramtery a # 0 a ¢ # 0, 1. Posloupnost

(an) definujeme predpisem:

las=a, ay=a,1-¢ neNmn>1|

Napfiklad (@), kde a, = %je geometricka posloupnost, pficemza = 1/2 a
qg=1/2.

Limita posloupnosti

Definice limity posloupnosti

Priklad. Uvazujme posloupnost danou predpisem

n
n+1"

an:

Prvnich par c¢len(i posloupnosti je
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1 2 3 4 )
alt = — as = — a = — aqs = — ar — —
1 2, 2 3) 3 4’ 4 5’ 5 6

)

Pokud si zobrazime hodnoty ¢lenl posloupnosti na ¢iselné ose, mdzeme si vS§imnout, ze
se hodnoty ¢lend posloupnosti blizi k hodnoté 1. Viz obrazek nize.

0

Graf této posloupnosti je mnozinou bodu:

(EnE

=
bd T
L
NES
T

Z obou obrazkl je patrné, ze hodnoty a,, se koncentruji kolem hodnoty 1 pro rostouci n.

Je téz snadné ukazat, ze rozdil

n 1

1— =1 —
n n+1 n+1

mUize byt tak maly, jak chceme, pokud n je dostatecné velké. (To je prece dusledek tzv.
Archimédovy vlastnosti mnoziny R, kterou jsme si pfipomnéli v predchozi lekci.)

Definice limity posloupnosti. Posloupnost (a,) ma limitu L (zna¢ime lim,,_,oc a, = L
nebo a,, — L pro n — 00), pokud pro kazdé € > 0 existuje N € N takové, ze pro kazdé
n > N plati |a, — L| < e.
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y
. o * " . }'=L+£
L " S B B R S R T Y
y=L—¢g
Ol 1234 N n

Véta (Jednoznacnost limity). Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Dikaz. Necht (a,,) je konvergentni posloupnost a plati, ze

lima,=L A lima,=0L".
n—oo n—oo

Necht e > 0a N € N takové, Ze soucasné plati

Vn > N :|a, — L| < /2

Vn>N:la, - L'| <e/2.

Odtud pak plyne s vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti, ze Vn > N plati

|L—L’|:|L—an+an—L’|§|L—an|+|an—L’|<2-%:s.

Protoze jsme de facto dokazali, ze pro kazdé € > 0 plati:
IL-L'| <e.

Tedy |[L — L'| = 0, coz znamend, 2e L = L'. [

(o)
Priklad. Uvazujme posloupnost (%) . Ukazme, ze potom
n=1
1
lim — = 0.
n—oo N

Ditikaz. Zvolme libovolné € > 0. Z Archimédovy vlastnosti realnych cisel plyne existence
N € N takové, ze N > % Potom pro kazdé n > N plati

‘ 1 ’ 1 1
——0==<=<e

n n N

Véta (Zakladni vlastnosti limity). Mé&me dany dvé konvergentni posloupnosti (a,,) a
(bn) a necht ¢ € R je konctanta. Potom plati:

1. limn%oo (a'n +bp) = limn%oo an + limn%oo bn'

b
)

3. lim, 0 (c - an
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4. 1imy, oo (an - by) = limy, 00 @y - limy, o0 by,.

5. lim,, |, & = Donoxtn oo1id lim,, o by, # 0.

Véta (Mocnina posloupnosti). Necht (a,,) je konvergentni posloupnost a k € N. Potom

plati:

k
lim af = (lim an> .
n—o0 n—o0

Je-lip > 0,p € Raa, > 0 provsechnan € N, potom
. p . p
Jimy af = (i a)"

Véta (O tiech posloupnostech). Necht (ay,), (by) a (¢,) jsou posloupnosti takové, ze
pro kazdé n € N plati
an < b, < cy.

Pokud lim;, o0 @y, = limy, o ¢, = L, potom lim,, o b, = L.

F
'-'f‘n
Ih" .-:=.'it
. y EEEEEEREAEE
lan
0 n

Dasledek. Pokud plati lim,,_, |a,| = 0, potom lim,, .« a, = 0.

Dikaz. Zrejmé plati —|a,| < a,, < |a,|. Protoze lim, ., —|a,| = lim,_,, |a,| =0,

podle véty o tfech posloupnostech dostavame lim,, , a, = 0. [J

Priklad. Najdéme limitu:

Reseni.

file:///G:/MUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_2/A-konvergencePosloupnosti.html 4/12



19.09.25 22:19 A-konvergencePosloupnosti

. n . 1
e
n
B lim,, ., 1
limy,o0(1 + =)
B 1
140

1
=1
Pfiklad. Uvazujme posloupnost X = (z,)2° ; definovanou predpisem:

1 1 1

Ukazme, Ze tato posloupnost je konvergentni a najdéme jeji limitu.

Reseni. Pro n € N plati:

1 1 1
Tp=14 =+ =+ —
2 92 2"
,_ 11 11
Tn/2 = at ottt

Odtud odectenim druhé rovnice od prvni dostavame:

1
zn/2=1-— it
Tedy pro kazdé n € N plati:
1
mn - 2 - 2_72.

Nebot lim,, 00 2 = 2 a lim,, .o 2% = 0, podle véty o aritmetice limit dostavame

lim, .z, =2—-0=201

Poznamka. Sami se pokuste najit limitu posloupnosti Y = (y),- ; definované
predpisem:

vn=1+q+¢ +-- +4¢",
kde ¢ € R je konstanta pro niz plati || < 1.

P¥iklad. Pfedpokladejme, Ze g € R je konstanta pro niz plati |g| < 1. Ukazte, ze
posloupnost X = (z,,)2° ; definovana predpisem:

n

Tn=¢q , mneN,

je konvergentni a najdéte jeji limitu.
Reseni. Necht n € Na 0 < g < 1. Potom:

1
— =1+,
q
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kde x = % — 1 > 0. Pron € N plati v disledku Bernoulliho nerovnosti:

1\" .
<—) =(14+z)" > 1+ nz.
q

Zvolme nyni libovolné € > 0. Necht' ng € N je takové, ze noz > % Pak pro kazdé n € N
takové, ze n > ny, plati:

1\" 1
— >14+nx>14+nyx > —.
q €

Odtud jiz snadno plyne pro kazdé n € N takové, ze n > nyp, nerovnost:
" —0[=q" <e.
Dokazali jsme tedy, Ze lim,,_, ¢" = 0.L1
Poznamka. Pro ¢ = 0 je pro kazdé n € N ¢" = 0 a tudiz je lim,, ¢" = lim,, 0" = 0.

Pokud —1 < ¢ < 0, tak potom pro kazdé n € n je |¢"| = |q|" a dale vime z dlikazu, Ze
lim,, |q|" = 0. Pak plati: lim,, |¢"| = 0 a tudiz také lim,, ¢" = 0.

Omezené posloupnosti

Definice. Rekneme, 7e posloupnost (an);’;l je omezena shora, pokud existuje M € R

takové, Ze a,, < M pro vsechnan € N.

o0

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,,)%

je omezena zdola, pokud existuje m € R

takové, ze a,, > m pro vsechnan € N.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,)> , je omezena, pokud je omezena shora i

zdola.

Véta (O limité soucinu posloupnosti). Necht lim,, . a,, = 0 a posloupnost (b,,) je

omezend. Potom lim,,_, anb, = 0.

Duikaz. Abychom dokazali, ze lim,,_, anb, = 0, musime dokazat, ze pro kazdé e > 0
existuje ng € N takové, Ze pro véechna n > ny plati |a,b, — 0| < €. Zvolme tedy

libovolné e > 0.

Z omezenosti posloupnosti (b,,) plyne existence konstanty M > 0 takové, ze |b,| < M
pro vSéechnan € N. Protoze lim,,_, a, = 0, existuje ng € N takové, Ze pro vSechna
n > ng plati |a, — 0] < ﬁ Zvolme n > ng. Potom

|anby — O = [@nbn| = |an||by] < — - M =e.
M
]

Priklad. Najdéte limitu nasledujici posloupnosti pokud existuje:
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lim (—1)”.

n—00 n

n

) )oe ;1 Ize vyjadfit jako soucin dvou posloupnosti:

Reseni. Posloupnost ( (

Zde posloupnost ((—1)")>° , je omezena a pro kazdé n € N plati [(—1)"| < 1. Dale

[o.@]
posloupnost (%) je konvergentni a lim,, ., % = 0. Podle véty o limité soucinu
=1
—1)"
posloupnosti dostavame lim,, T) =0.0

Véta. Posloupnost ("), | je konvergentni pravé tehdy, kdyz —1 < r < 1. PLati

. k -1 1
lim 7" — 0, pokud <r<l,
n— 00 1, pokud r=1.
a, s a, &
r=1, .
L T —1<r<0
. r=1 o . ° ’ T oo
] - - a - - - » - N
0 I “a ) H . e —
: 0<r<I r=-1

Monotdnni posloupnosti

Definice: Rekneme, Ze posloupnost (a,,) je rostouci, pokud pro kazdé n € N plati

an < ap+1, a klesajici, pokud pro kazdé n € N plati a,, > an+1.

Dale fekneme, Ze posloupnost (ay,) je neklesajici, pokud pro kazdé n € N plati
a, < a,.1, a nerostouci, pokud pro kazdé n € N plati a,, > a, 1.

Koneéné posloupnost (ay) je monoténni, pokud je neklasajici nebo nerostouci.
Priklad. Ukazme, Ze posloupnost (a,,) definovana predpisem a,, = ni% je klesajici.

Dukaz. Pro kazdé n € N plati:

3 3 3
> —
n+5 n—+6 (n+1)+5

an = Qpy1-

Posloupnost (ay,) je tedy klesajici.
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Véta (o monotonni konvergentni posloupnosti). Kazdd monotdnni a omezena
posloupnost je konvergentni.

Diikaz. Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze posloupnost (ay,) je neklesajici a
omezena. V dlikazu vyuzijeme Axiom o uplnosti. Polozme A = {a,, | n € N}.

Z omezenosti posloupnosti (a,) plyne, Ze mnoZzina A je neprazdna a shora omezena.
Nyni necht s je nejmensi horni zavora mnoziny A. Ukazeme, ze s je limitou posloupnosti
(a,). Zvolme za tim G¢elem libovolné & > 0. ProtoZe s je nejmensi horni zavora mnoziny
A, existuje N € N takové, ze s — € < an < s. Jelikoz je posloupnost (ay) neklesajici,
pro kazdé n > N plati ay < a, < s.Ztoho plyne, Ze |a, — s| < € pro kazdé n > N.
Tedy limy, 00 @, = s. [

AN s=sup{a,:nelN}
a1 a2 asz

A
®
L
_‘_
.
\

P¥iklad. Ukazme, Ze posloupnost (ay) definovana predpisem a,, = (1 + %)” je

konvergentni.

Dukaz. Pfipomenme si tzv. binomickou poucku:

(a+b)" = Z <Z> a" *b*,a,b € R,n e NU{0}.
k=0

Zde (Z) je tzv. binomicky koeficient, ktery je definovan jako

|
(n) :L,n,kEN,kgn.
k El(n — k)!

Nyni s vyuzitim binomické poucky mizeme psat

1., nl nn-11 nnh-1)(n-2) 1 n(n —1)
A TE Tl T R m
1 1 1 1 2 1 1 2
11+ —(1- ) —(1- A=) b1 -1 =-2).. (1=
virsa-Hela-boo Gy lao D 2y
s ] >

Dale obdobnym zplsobem Ize vyjadrit nasledujici ¢len ay+1:
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1 1 1 1 1 2
—(1+—)""=141+—(1- —(1-— 1—
-+l (+n+1) + +2!( n+1)+3'( n+1)( n+1)+
1 1 1 1 2 1 1
=14+1+—(1- —(1— 1— b —(1—
+ +2!( n+1)+3! n+1)( n+1)+ +n!( n+1
1 1 2 n
- (- — )= —) (1 - ),
(n+1)! n+1 n+1 n+1

Odtud plyne, Ze pro n > 1 plati: a,, < an+1. Tedy posloupnost (a,,) je rostouci. Snadno
totiz vidime, ze plati:

1.1 1
R <yt )
1 1 2. 1 1 2
5(1—%)(1_g)<§( _n+1)( _n+1)’
11 2 n—1._ 1 1 2 n-1
== ) (= =) < = =)A= ) (- )
Plati tedy:

2=a1<as<az < - <a, <y <---

Uvedme jesté jeden dikaz toho, Ze posloupnost (ay,) je rostouci. VyuZijeme k tomu tzv.
Bernoulliho nerovnost. Ta rika, ze prox > —1 an € N plati:

(1+2)" >1+nz.
Pro libovolné nn > 2 plyne uzitim Bernoulliho nerovnosti
a,, n+1\"/n-1 n-l n 1\"
= = 1—-— | >
An-1 n n n—1 n?2
n n
> 1—-— | =1
n—1 < n? )

Odsud pak plyne, ze a,, > a,,_1 pron > 2. Tedy posloupnost (a,,) je rostouci.

Dale ukazme, Ze posloupnost (ay,) je shora omezena. Plati totiz:

1 1 1 1 2 1 1 2
2<an=1+1+§(1—;)+5(1—g)(1—5)+"'+m(1—5)(1—5) (
1
NS 1, 11 1_211_271——121
Sk gt Sy b bk o S g =2
2

Dokazali jsme takto, ze pro kazdé n € N plati 2 < a,, < 3. Tedy posloupnost (ay,) je
shora omezena. Zaroven jsme ukazali, Ze posloupnost (ay,) je rostouci. Tedy podle véty o
limité monotdnni posloupnosti je posloupnost (a,) konvergentni. [J
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Pfiklad. Uvazujme posloupnost S = (s,)°° ; takovou, Ze s1 > 0 a pro kazdé n € N plati

Spt1 = %(sn + 5-), kde a > 0. Ukazme, Ze posloupnost S je konvergentni a ze jeji

limita je \/a.

Reseni. Nejdfive ukazeme, Ze pro n > 2 plati s2 > a. Plati totiz, Ze n-ty ¢len spliuje

kvadratickou rovnici

s2 — 28,18, +a=0.

Tato rovnice ma realny kofen a tudiz musi byr diskriminant nezéporny, tj.

45i+1 —4a > 0.

Odtud plyne pro kazdé n € N nerovnost 3721+1 > a. Déle ukazme, Ze posloupnost (s;,) je

nerostouci. Plati totiz:

1 a 1
Sn_sn—&-l:sn_E(Sn"’S_):E‘—ZO-

Tedy pro lib. n > 2 plati s, > sp+1. Posloupnost (sy,) je tedy nerostouci a omezena
posloupnost a tudiz podle véty o monoténni konvergentni posloupnosti je posloupnost
(s,,) konvergentni. Ozna¢me jeji limitu s. Potom plati:

1 a
s:—(s+—>.
2 s

Odtud vyplyva, ze s = % nebo s? = a. Tedy s = V/a. Pro kazdé n > 2 plati
a
— < /a < s,
Sn

Tudiz mame
2

2 —a L
- pro kazdé n > 2.

a
Ogsn—\/agsn—s—: .
n n

Tento odhad Ize pouzit pro odhad chyby aproximace y/a pomoci s,,. [

Nevlastni limity

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an) ma nevlastni limitu 400 (resp. —o0), pokud
pro kazdé M € R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ny plati a,, > M (resp.

a,, < M). Potom piseme lim,, ., a,, = 400 (resp. lim,,_,, a,, = —o0).

Véta. Je-li (an) posloupnost neklesajici a shora neomezena, pak lim,,_, a, = +00.
Analogicky, je-li posloupnost (by,) nerostouci a zdola neomezena, pak

Cviceni. Dokazte predchozi vétu.
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Cviceni. Dokazte, ze kazda konvergentni posloupnost je omezena.

P¥iklad. Uvazujme tzv. Fibonacciho posloupnost (F,,) definovanou pfedpisem
Fo=0,Fi=1aF,43=F,1+ F, prokazdén € NU{0}.

Pro kazdé n € N, n > 5 plati F,, > n. Tuto vlastnost dokdaZzeme matematickou indukci.
Pron=0an=1plati Fp = 0> 0a F; =1 > 1. Predpokladejme, Ze pro
i € {5,...,n} plati F; > i, kde n > 6. Potom ukazme, ze F,, 11 > n + 1. Plati:

FnH:Fn—l—Fn,l2n+Fn,12n+(n—1):2n—12n+1.

Daéle je snadno vidét, ze posloupnost (F},),, je neklesajici. Dale z pfedchozi dokazané
nerovnosti F;, > n plyne, Ze posloupnost (F,) je shora neomezena. Tedy podle
predchozi véty lim,, , F;, = +o00. [

# Napisme funkci, kterd bude vracet n-ty clen Fibonacciho posloupnosti
def fibonacci(n):
if n==1o0r n ==
return 1
else:
return fibonacci(n-2) + fibonacci(n-1)

# Vytvorme seznam prvnich 20 clen( Fibonacciho posloupnosti
fibonacci_list = [fibonacci(i) for i in range(1, 21)]
print(fibonacci_list)

[1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181,
6765]

# Nyni vytvorme seznam pomérid dvou po sobé jdoucich clenl Fibonacciho posloupnos

memo = {}
def fib(n):
if n in memo:
return memo[n]
if n==1o0or n ==
return 1
else:
memo[n] = fib(n-2) + fib(n-1)
return memo[n]

fibonacci_ratio = [fib(i+1)/fib(i) for i in range(1, 200)]
print(fibonacci_ratio)

# Nyni vytvorme seznam rozdild dvou po sobé jdoucich clenl posloupnosti
# fibonacci(n+1)/fibonacci(n)

def a(n):
return fib(n+1)/fib(n)

fibonacci_difference = [a(i) - a(i-1) for i in range(1l, 200)]
print(fibonacci_difference)

def fib(n):
a, b=29, 1
for _ in range(n):
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a, b=b, a+b
return a

def a(n):
return fib(n+1)/fib(n)

fibonacci_ratio = [fib(i+1)/fib(i) for i in range(1l, 10)]
print(fibonacci_ratio)

print()

print("*"*50)

fibonacci_difference = [a(i) - a(i-1) for i in range(2, 15)] # Zménéno z range(
for n, value in zip(range(1l, len(fibonacci_ratio)), fibonacci_difference):
print(f"a_{n+1} - a_{n} = {value}")

[1.0, 2.0, 1.5, 1.6666666666666667, 1.6, 1.625, 1.6153846153846154, 1.61904761904
7619, 1.6176470588235294]

ok ok sk ok ok ok o oK oK K oK oK ok o oK ok ok K ok koK oK ok o oK ok ok K ok kK ok sk o oK ok ok KK kK oKk ok Kok ok Kk

a_2-al=1.90

= -0.5
0.16666666666666674
-0.06666666666666665
0.02499999999999991
-0.009615384615384581
0.00366300366300365
-0.0014005602240896309

00NV A~ WN
1}
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