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Realna cisla

Dukaz matematickou indukci

Priklad. Pomoci diikazu matematickou indukci dokazme vztah:

1+...+n:@, (P(n))

kde n je libovolné prirozené Cislo.

Dtikaz. a) Zakladni krok je ovéreni, ze pro n = 1 tvrzeni P(1) plati.

P(1): 1:@:%:1

Tvrzeni P(1) tedy plati.
b) (Obecny krok indukce) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pron € N, n > 1. Dokazme,
Ze pak plati i pro n 4 1. Pfedpokladejme tedy, ze plati P(n), tj.

n(n+1

Pak ukazme, Ze plati P(n+1), tj.

(n+1)(n+2)

1+24+--+n+(n+1)= 5 .

Pokud upravime s vyuzitim indukcéniho predpokladu P(n) levou stranu dokazované
rovnosti, dostaneme:
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1+2+3+---+n+(n+1):w—k(nﬁ—l)
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)

2
m+1)((n+1)+1)

2

Tedy plati P(n+1) v dusledku indukéniho predpokladu P(n). Tvrzeni P(n) plati pro vSechna
n € N. Dukaz je hotov. [

Archimedova vlastnost

Véta. Pro vsechna y € R a pro kazdé kladné realné Cislo x existuje n € N takové, ze

y<n-zx.
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Dusledek. Neexistuje realné Cislo x takové, ze pro vSechna pfirozena cisla n by platilo

x> n.

Definice. Uvazujme naprazdnou mnozinu A C R. Rekneme, Ze A je shora omezenou
mnozinou, pokud existuje h € R takové, 7e a < h pro kazdé a € A. Cislo h nazyvame
horni mezi mnoziny A. Rekneme, Ze A je shora neomezena mnozina, pokud pro kazdé
h € R existuje a € A takové, Ze a > h.

Poznamka. Predchozi disledek Archimedovy vlastnosti je vlastné ekvivalentni s tim, ze N
neni shora omezena v R.

Véta (O hustoté rozlozeni mnoziny rac. Cisel na realné ose) Mnozina racionalnich cisel
je husté rozloZena na realné ose. To znamena, Ze pro kazda dvé reélna Cisla a a b takova,
Ze a < b, existuje racionalni ¢islo r takové, ze a < r < b.

Ditikaz. V dusledku Archimedovy vlastnosti realnych cisel existuje ng € N takové, ze
1 < (b — a)nop. Odtud plyne, ze
1

— <b—a.
Ny

Dale opét v dlsledku Archimedovy vlastnosti realnych cisel existuje m € N takové, ze

1
a<mn—0.

V dlsledku toho, ze N je dobre usporadana mnozina, existuje nejmensi m € N takové,
ze a < m - 5. OznaCme toto prirozené Cislo m jako my. Pak plati
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1 1
(mo—l)-—§a<mo-—.
no no

; v _ mg ; , . v
Nyni polozme r = —=. Z posledni soustavy nerovnosti plyne jednak, ze a < r a

1
r—a< —<b-—a.
Ny

Z predchoziho plyne, ze pro r = Ts—s platia <r < bar € Q. Véta je dokazana.ll

Axiom o existenci supréma
Definice horni hranice mnoziny. Necht A C R a h € R spliiuje podminku:
Vaec A:a<h.

Potom ¢islo h nazveme horni hranici mnoziny A.

Véta (axiom o existenci supréma - axiom o uplnosti): Kazda neprazdna shora

omezena mnozina A reélnych ¢isel ma supremum. Tato véta vlastné fika, Ze mnozina
H = {h € R: h je horni mezi mnoZiny A}
ma nejmensi prvek, ktery se nazyva supremum mnoziny A a znadi se sup A.

Véta (Existence v/2) V R existuje pravé jedno z takové, ze z > 0, 22 = 2.

Diikaz. Uvazujme mnozinu A = {y € R: y > 0 A y* < 2}. Zfejmé A # (O nebot 1 € A
a mnozina A je shora omezena, napfiklad ¢islem h = 2. Z Axiomu o existenci suprema
ma tedy mnozina A supremum, oznaéme jej s. Ukazme nyni, ze s2 = 2. Nyni pfipustme,

7e2 < s%.
Pak Ize nalézt ¢ > 0 takové, ze 0 < s — e a
2 < (s—¢)
Z definice supréma pak vyplyva existence ¢&isla = > 0 takového, Ze £2 < 2 a soucasné
0 < s — € < . Odtud plyne (s — ¢)? < x? < 2, coz je spor s tim, 7ze 2 < (s — €)%

Dokézali jsme tedy, 7e s> < 2. Pfipustme, ze s? < 2. Pak Ize dokazat existenci & > 0
takového, Ze (s + €)% < 2.

To je ale ve sporu s tim, Ze s je nejmensi horni mezi mnoziny A. Tedy s* = 2. Zbyva jesté
dokazat jednoznacnost.

Necht s’ > 0 je takové, 7e s'? = 2. Pak
0=s’—s?=(s—5)(s+5) = s=5.

O
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Priklad. Uvazujme neprazdnou mnozinu
A={zcQ:z? <2}
Zrejmé A C Q. Déle ziejmé existuje horni mez h € Q mnoziny A, neboli A je v Q shora
omezena. Napf. ¢islo h = 2 je horni mezi mnoziny A.
Nyni si polozme otazku, zdali existuje nejmensi prvek hg neprazdné mnoziny
H = {h € Q: h je horni mezi mnoZiny A}.
Takovy prvek hg by musel spliiovat podminku: hg > +/2 a hg < h pro kazdé h € H.

Nicméné pak existuje r € Q takové, ze V2<r< hg. Pak ale Cislo 7 je horni mezi
mnoziny A, coz je spor s tim, ze hg je nejmensi horni mezi mnoziny A. Odtud vyplyva, ze
mnozina A nema v mnoziné racionalnich ¢isel Q suprémum. Tedy mnozina Q neni Gplna.
0

P¥iklad 1. Spocitejme suprémum mnoziny (—o0, 0).

Reseni. Oznaéme A = (—00,0). Hleddme sup A. Mnozina hornich mezi mnoziny A je
H={heR|Vac A:a<h} Prokazdéa € Aplatia < 0, tedy také a < 0. Cislo 0
je tedy horni mezi mnoziny A. Kazdé ¢&islo A’ > 0 je také horni mezi. Naopak, zadné ¢islo
h < 0 neni horni mezi, protoze pro takové h mizeme najit a € A (napfiklad a = h/2)
takové, ze a > h. Mnozina vSech hornich mezi je tedy interval [0, 00). Supremum je
nejmensi horni mez, tedy nejmensi prvek mnoziny [0, 0o). Timto prvkem je ¢islo 0. Plati

tedy

sup(—o0,0) = 0.
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