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Pribéh funkce

Véta (test monoténnosti). (a) Jestlize f'(z) > 0 pro kazdé z € (a,b), potom je funkce

f naintervalu (a, b) rostouci funkci.

(b) Jestlize f'(z) < 0 pro kazdé z € (a,b), potom je funkce f na intervalu (a, b) klesajici
funkci.

Diikaz. Dokazme ¢ast (a). Cast (b) se dokaze podobné. Zvolme libovolné dva body

z1, Ty € (a,b) a bez G4jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze x; < 5. Vzhledem k
definici rostouci funkce musime dokazat, ze f(z1) < f(z2). Nebot podle pfedpokladu
je funkce diferencovatelna na intervalu (a, b), splfiuje funkce f pfedpoklady Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté na intervalu (x, ). Existuje tedy ¢ € (z1,x3) C (a,b) tak, ze
plati:

f(z2) — f(21) = f'(c) (22 — 21).

POdle predpokladu je f'(c) > 0axzz — z1 > 0. Tudiz
f(z2) — f(z1) > 0 <= f(x1) < f(x2). To dokazuje, Ze funkce f je rostouci funkci na
intervalu (a, b). O

Pfiklad. Najdéte intervaly, kde je funkce f(z) = 3z* — 423 — 1222 + 5 rostouci resp.
klesajici.

Reseni.
f'(z) = 122 — 122° — 24z = 12z(x — 2)(z + 1).

Njdéme nulové body derivace, tj. kofeny rovnice f'(z) = 0. Jsou to body: z = 0,2, —1.
Tyto body ndm rozdéli redlnou osu na Ctyfi intervaly.
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Na kazdém z téchto intervalll ma derivace bud'stale kladné nebo stale zaporné

znaménko.
Interval 12x x—2 x+ 1 f'(x) f
x << —1 — — — — Klesajicina  (—oe, —1)
-1 <x<0 — + + rostoucina  (—1,0)
0<x<2 + - + - Klesajicina (0, 2)
x =2 + + + + rostoucina (2, o)
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Test existence lok. extrému
Véta. Predpokladejme, Ze ¢ stacionarnim bodem spojité funkce f.

(a) Jestlize f' méni své znaménko v bodé ¢ z kladného na zéporné, potom funkce f

nabyva v bodé ¢ lokalni maximum.

(b) Jestlize f' méni své znaménko v bodé ¢ ze zaporného na kladné, potom funkce f

nabyva v bodé ¢ lokalni minimum.

(c) Jestlize méa derivace f’ stejné znaménko vlevo i vpravo od bodu ¢, potom funkce f

nenabyva v bodé lokalni extrém.
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Pfiklad. Uvazujme opét funkci f(z) = 3z* — 423 — 1222 + 5. Najdéme lokalni extrémy
této funkce s vyuzitim predchozi véty. Z reSeni predchoziho prikladu vyplyva, ze derivace
f' méni svoje znaménko ze zdporného na kladné pfi prechodu pres stacionarni bod

z = —1. Tudiz f(—1) = 0 je lokalnim minimem funkce f. Déle derivace f’ méni svoje
znaménko z kladného na zaporné pfi pfechodu pres bod z = 0 a tudiz f(0) = 5 je
lokalnim maximem funkce f. Konecné derivace f’ méni svoje znaménko ze zaporného

na kldné pfi pfechodu pres bod z = 2 a tudiz f(2) = —27 je lokalnim minimem funkce

3

Konvexita a konkavnost funkce na intervalu

2/6
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Definice. Pfedpokladejme, Ze funkce f : (a,b) — R je diferencovatelnou funkci.

(a) Rekneme, Ze funkce f je na intervalu (a, b) konvexni, jestlize graf funkce f lezi nad

libovolnou te¢nou ke grafu funkce s bodem dotyku (z, f(z)), = € (a,b).

(b) Rekneme, Ze funkce f je na intervalu (a, b) konkavni, jestlize graf funkce f lezi pod

libovolnou te¢nou ke grafu funkce s bodem dotyku (z, f(z)), = € (a,b).

s

Véta (test konvexity/konkavnosti). (a) Jestlize plati f”(z) > 0 na intervalu (a, b),

potom je funkce f na intervalu (a, b) konvexni.

(b) Jestlize plati f”(z) < 0 na intervalu (a, b), potom je funkce f na intervalu (a, b)

konkavni.

# Nakresleme si graf funkce y = x"3
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Vytvorime si pole hodnot x od -10 do 16
X = np.linspace(-10, 10, 100)

# Vypocitame si hodnoty y
y = X*¥*3

# Nakreslime graf
plt.plot(x, y)
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# Zobrazime graf
plt.show()
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Definice. Bod P lezici grafu funkce y = f(x) se nazyva inflexnim bodem, je-li zde
funkce f spojita a funkce f méni sviij charakter pfi prechodu pres bod P z konvexity na
konkavnost nebo naopak.

Test existence lok. extrémU pomoci druhé derivace

Véta. Predpokladejme, ze funkce f ma na okoli bodu ¢ spojitou druhou derivaci f”.
(a) Jestlize f'(c) = 0a f"(c) > 0, potom funkce f nabyva lokalni minimum v bodé c.
(b) Jestlize f'(c) = 0a f"(c) < 0, potom funkce f nabyva lokalni maximum v bodé c.

Priklad. Uvazujme funkci y = z* — 423 a vySetieme intervaly konvexity/konkavnosti,
inflexni body a lokalni extrémy této funkce.

Reseni. Je-li f(z) = z* — 423, potom

f(z) = 42 — 12¢° = 42*(z — 3)

F(z) = 122% — 24z = 12z(x — 2).

Re$me nejdfive rovnici f'(x) = 0, abychom nasli stacionarni body funkce. Re$enim jsou
body £ = 0 a = 3. Dale vycisleme druhou derivaci ve stacionarnich bodech:

f"(0) =0, f"(3)=36>0.
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Jelikoz f'(3) = 0a f”(3) > 0 plyne odsud podle kritéria, ze f(3) = —27 je lokalnim

minimem. Dale f”(0) = 0 nedava zadnou informaci o existenci lokalniho extrému.
Protoze f'(z) < 0 pro z < 0 ataké pro 0 < = < 3. Tedy podle kritéria s vyuzitim prvni

derivace Ize fici, ze funkce f nenabyva lokalni extrém v bodé x = 0.
(2,00). f"(z) < Ona

Déle f"(z) = 0 prox = 0 nebo z = 2. f"(x) > 0 na (—00,0)
intervalu (0, 2). Z toho vyplyva, ze funkce f je konvexni na intervalech (—o0,0) a (2, 00)

a je konkavni na intervalu (0, 2).

15
[

—30
Definice (asymtota se smérnici), Necht f : (K, 00) — RR. Potom fekneme, Ze pfimka

y = kx + g je asymptotou funkce f pro x — 400, plati-li
lim [f(x) — (kz + q)] = 0.

T—+00

Analogicky definujeme asymptotu pro £ — —oo.
Véta. Pfimka y = kx + q je asymptotou funkce f pro z — 400, pravé tehdy kdyz plati

(a) lim, 4 @ =keR,

(b) limg 100 (f(z) — kx) = g € R.
Priklad. Uzitim prvni a druhé derivace vySetfeme pribéh funkce véetné tzv. asymptot

grafu funkce f(z) = el/*.

Reseni.
1. Defini¢nim oborem je mnozina Dy = R \ {0}.
2. Ovérme existenci tzv. vertikalnich asymptot pro * — 04. Jestlize x — 04, pak

t=1/x — oo. Tedy
lim €Y% = lim e! = oo.
z—0+ t—o00

Z toho plyne, ze pfimka o rovnici x = 0 vertikalni asymptotou ke grafu funkce pro

x — 0+. Déle pokud z — 0—, pakt = 1/x — —oo. Tedy

lim e/* = lim e =0
z—0— t——00

file:///G:/MUj disk/Colab Notebooks/Matematicka analyza 1/Prednaska/Lekce_12/Lekce_12_prubehFunkce.html



19.09.25 23:24

Lekce_12_prubehFunkce

Tedy prfimka & = 0 neni vertikalni asymptotou pro x — 0—. 3. Jestlize z — oo, potom
jel/x — 0atudiz

lim e!/z =% = 1.
T—+00

Odtud vyplyva, Ze y = 1 je horizontalni asymptotou funkce f pro x — +o0. 4.

Odtud plyne, ze pro kazdé z # 0 je f'(x) < 0. Odrud plyne, Ze funkce je klesajici na
intervalech (—o0,0) a (0, 00). 5. Funkce nema zadné stacionarni body a tedy nema
lokalni extrémy. 6.

Ve (22 41
fri) = 20D,

Z

Odtud plyne, ze f”(x) > 0 pro kazdé = > —% a f"(x) < 0 pro kazdé x < —%. To
znamena, ze funkce f je konvexni na intervalech (—%, 0), (0, 00) a je konkavni na

intervalu (—oo, —%) Bod (—%,e‘%je inflexnim bodem grafu.

4
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