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Véty o stredni hodnoté

Rolleova veta

Véta (Michel Rolle, 1691). Predpokladejme, Ze funkce f splnuje nasledujici tri
podminky:

1. f je spojitou funkci na intervalu (a, b).
2. Funkce f je diferencovatelnou funkci na intervalu (a, b).
3. f(a) = £(b).

Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f'(c) = 0.
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0 a ¢ b X 0

Dukaz.

Pfipad 1. Necht je funkce f konstantni, tj. pro kazdé = € (a,b) je f(x) = k, kde k je
konstanta. Potom je pro kazdé z € (a,b) f'(z) = 0. Tedy bod ¢ Ize volit libovolné v
intervalu (a, b).

P¥ipad 2. Necht existuje z € (a, b) takové, ze f(z) > f(a). Potom podle
Weierstrassovy véty musi funkce f nabyvat v jistém bodé ¢ € (a, b) svého absolutniho
maxima nebot' f(a) = f(b). Odtud plyne, ze f(c) je téz lokalnim maximem funkce a
tudiz f'(c) = 0 diky Fermatové vété.

Pfipad 3. Pfedpokladejme, ze existuje x € (a, b) takové, ze f(z) < f(a). Opét podobné
jako v pfipdu 2 diky Weierstrassové vété funkce nabyva v jistém bodé ¢ € (a, b) své
absolutni minimum a tudiz je funkéni hodnota f(c) téz lokalnim minimem funkce f. Z
Fermatovy véty nasledné plyne, ze f'(c) = 0. O

Lagrangeova véta o stredni hodnoté

Véta (Joseph-Louis Lagrange). Predpokladejme, Ze funkce f spliuje nasledujici dvé

podminky:

1. f je spojitou funkci na intervalu (a, b).
2. f je diferencovatelnou funkci v otevieném intervalu (a, b).

Potom existuje ¢ € (a, b) takové, ze
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nebo ekvivalentné

Y
Y

Duikaz. Uvazujme nejdrive funkci, jejiz grafem je pfimka obsahujici Usec¢ku A B spojujici
body A(a, f(a)) a B(b, f(b))) lezici na grafu funkce jak vidite na obrazku nahofre vlevo.
Rovnice této primky se da zapsat takto

v i =100
neboli
y= f@)+ 201 g

Daéle uvazujme pomocnou funkci h(z) danou predpisem

f(b) — f(a)

— (z —a).

YA

Nyni Ize snadno ovéfit, ze tato funkce h vyhovuje predpokladiim tzv. Rolleovy véty:
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1. Funkce h je na intervalu (a, b) sojitou funkci nebot je sou¢tem funkce f a linearniho
polynomu.

2. Pro kazdé z € (a, b) existuje derivace:

b) — f(a
() = 7' - L0
3.
b) — f(a
) = f(o)  fta) ~ 20T gy
b) — f(a
o) = 10— @) - L0y~

Tudiz h(a) = h(b).

Z Rolleovy véty plyne existence bodu ¢ € (a, b) takového, ze

0= ()= (e - 1O
Odtud jiz plyne vztah
b) — f(a
o = 101

Véta. Jestlize f'(x) = 0 pro vSechna z € (a, b), potom je funkce f konstantni na
intervalu (a, b).

Diikaz. Zvolme libovolné dva body z1, 22 € (a,b) tak, Zze 1 < x2. Z pfedpokladd véty
vyplyva, Ze funkce f spliuje na intervalu (z1, z2) pfedpoklady Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté a tudiz existuje bod ¢ € (z1, ) tak, Ze plati:

f(z1) — fz2) = f'(c)(z1 — z2). (1)

Nebot podle pfedpokladu véty plati pro viechna = f'(z) = 0, plati nutné f'(c) = 0.
Nyni s ohledem na vztah (1) dostavame:

f(z1) — f(z2) =0 & f(z1) = f(z2)-

Takto jsme dokazali, Ze funkce f nabyva v libovolnych dvou bodech x; a z2 stejnou
funkéni hodnotu a je tudiz konstantni funkci na intervalu (a, b).

Disledek. Jestlize plati pro dvé funkce f a g, ze f'(z) = ¢'(z) na intervalu (a, b), potom
plati

f(z) = g(x) + k,Vz € (a,b).

kde k je konstanta.

Diikaz. Polozme pro kazdé z € (a,b), F(z) = f(z) — g(z). Potom podle predpokladu
plati:
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Fl'(z) = f'(z) —g'(z) =0

pro kazdé x € (a,b). Podle predchozi véty je tedy funkce F' konstantni, tj. existuje
konstanta k € R takova, ze F(z) = k pro kazdé = € (a,b), tj. f(z) — g(z) = k pro
kazdé z € (a,b) coz jsme chtéli dokazat.[]
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