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Globalni (absolutni) a lokalni extrémy
funkci

Definice a existence extrémt
Definice. Necht f : D — R a ¢ € D. Potom fekneme, ze f(c) je

1. globalnim (absolutnim) maximem funkce f na mnoziné D, jestlize f(c) > f(x)
pro vsechnaz € D,

2. globalnim (absolutnim) minimem funkce f na mnoziné D, jestlize f(c) < f(x)
pro vsechna x € D.

Y4

AN

Definice. Necht f: D — R a ¢ € D. Potom fekneme, ze f(c) je

1. lokalnim maximem funkce f, jestlize existuje otevreny interval I takovy, zec € I a
pro kazdé z € I plati f(c) > f(z),

2. lokalnim minimem funkce f, jestlize existuje otevieny interval I takovy, zec € I a
pro kazdé z € I plati f(c) < f(z).
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Priklad. Uvazujme funkci

f(z) = 3z* — 162° 4 1822, z € (—1,4).

Odectéme z grafu lokalni minima a maxima funkce.

V4

(—1.37)

y=3x*—16x" + 18x?

Funkéni hodnota f(1) = 5 je lokaInim maximem a f(—1) = 37 absolutnim maximem,

které neni lokalnim maximem nebot se nabyva na krajnim bodé def. oboru. Dale
f(0) = 0 je lokalnim minimem a f(3) = —27 je jak absolutni, tak lokalni minimum.

Konecné funkce f nenabyva v bodé x = 4 ani absolutni ani lokalni extrém.

file:///G:/MUj disk/Colab Notebooks/Matematicka

analyza 1/Pfednaska/Lekce_11/Lekce_11_extremyFunkce.html

217



19.09.25 23:18 Lekce 11_extremyFunkce

Véta (Weierstrass). Predpokladejme, Ze funkce f je spojitou funkci na omezeném a
uzavieném intervalu (a, b). Potom funkce f nabyva absolutni maximum f(c) a absolutni
minimum f(d) v jistych bodech ¢, d € (a, b).
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Na obrazcich nahore vydime tfi priklady spojitych funkci, které nabyvaji absolutni
extrémy. VSimnéte si, Ze funkce maze nabyvat absolutni maximum resp. minimum ve
vicero bodech. Na obrazcich dole vidime, ze pokud nejsou splnény predpoklady véty,
nemusi funkce nabyvat absolutni extrémy.
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Nez pristoupime k dikazu této vyznamné véty, pfipomenme tvrzeni tzv. Bolzano-
Weierstrassovy véty.

Véta. Z kazdé omezené realné posloupnosti Ize vybrat konvergentni podposloupnost.

Dikaz Weierstrassovy véty. Dokazme existenci bodu ¢ € (a, b) takového, ze

f(c) = max{f(x) : z € (a,b)}. Ukazme, ze spojitosti funkce f plyne jeji omezenost
shora na intervalu (a, b). To znamena, Ze existuje realna ¢isla 5 € R takova, ze pro
véechna z € (a, b) plati:

flz) < B.

Pokud horni mez vsech funkénich hodnot neexistovala, potom by pro kazdé n € N
existoval bod z,, € (a,b) takovy, ze n < f(z,). Odtud by plynulo, Ze

lim,, o f(zn) = 00. Na druhé strané existuje vybrana konvergentni posloupnost

T, — ¢* € (a,b). Odtud pak dostdvame s pfihlédnutim ke spojitosti funkce f v bodé
x*, ze

R> f(a*) = lim f(z,,) = lim f(z,) = oo,

k—o0
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CoZ je spor.

Nyni polozme f({a,b)) = {f(z) : = € (a,b)}. Potom je f({a, b)) neprazdna a shora
omezena podmnozina R. Podle axiomu supréma existuje suprémum s = sup f((a, b)).
Z definice supréma vyplyva pro kazdé n € N existence bodu z,, € (a, b) tak, Ze plati:

s % < f(z,) < s. (1)

Uvazujme nyni posloupnost X = (z,,) jejiz ¢leny lezi v omezeném a uzavieném intervalu
(a,b). Podle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje vybrana konvergentni podposloupnost
X' = (z,,) konvergujici k limité ¢ € (a, b). Z podminky (1) plyne pro kazdé k € N:

1
s — ™ < f(z,,) <s.

Podle véty o sevieni dostavame s = limy,_, ., f(zy, ). Déle ze spojitosti funkce f v bodé ¢

vyplyva
fle) = lim f(zy,) = s = sup f({a,b))-

k—o0

Tedy f(c) je absolutnim maximem funkce f na intervalu (a, b).

Obdobnym zpUsobem se dokaze existence bodu d € (a, b) takového, ze f(d) je abs.
minimem funkce f na intervalu (a, b). [J

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Pocet vnorenych intervali, které chceme zobrazit
n_intervals = 7

# Definujeme intervaly tak, Ze pro kazdé n:

# an=20.5-1/(nt2) a b_n = 0.5 + 1/(n+2)

# Tato volba zajistuje, Ze:

# - Intervaly jsou vnorené (a_n rostou, b_n kRlesaji)
# - Délka intervalu 2/(n+2) jde k nule, RdyZ n roste.
a =[0.5 - 1/(n+2) for n in range(n_intervals)]

b =1[0.5+ 1/(n+2) for n in range(n_intervals)]

# Vytvoreni grafu
fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

# Vykreslime jednotlivé intervaly jako horizontdlnti cdry na riznych drovnich (y-
for i in range(n_intervals):

# Pro lepsti prehlednost vykreslime intervaly odshora doli

y = n_intervals - i

ax.hlines(y, a[i], b[i], color='blue', linewidth=3)

# Oznacime kraje intervali

ax.scatter([a[i], b[i]], [y, y], color='black', zorder=5)

ax.text(a[i]-0.03, y+0.1, f'$a {i}$', ha='right', va='bottom', fontsize=10)

ax.text(b[i]+0.03, y+0.1, f'$b {i}$', ha='left', va='bottom', fontsize=10)

# Oznacime Limitni bod x = 0.5, ktery lezil ve vsech intervalech
ax.axvline(0.5, color="red', linestyle='--', linewidth=2, label='$x=0.5%")
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# Nastaventi popiski os a titulku

ax.set_xlabel('$x$', fontsize=12)

ax.set_ylabel('Index intervalu (uméle zvolend osa)', fontsize=12)
ax.set_title('Ilustrace vnorenych intervald pro Bolzano-Weierstrassovu vétu', fc
ax.set_xlim(e, 1)

ax.set_ylim(@, n_intervals+l)

ax.legend(loc="upper right")

plt.show()

llustrace vnorenych interval( pro Bolzano-Weierstrassovu vétu
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Lokalizace extrému

Definice. Stacionarnim (kritickym) bodem funkce f budeme rozumét bod ¢ € Dy, kde

bud plati f'(c) = 0 nebo derivace f'(c) neexistuje.

Véta (Pierre Fermat (1601-1655)). Pokud funkce f nabyva lokalni maximum nebo
minimum v bodé c a existuje-li derivace f’(c), potom f’(c) = 0.

Dtikaz. Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, ze napriklad funkce f nabyva v bodé

¢ € Dy lokalni maximum. To znamena, Ze existuje otevieny interval I C D/ takovy, Ze

c € I aprokazdé z € I plati f(c) > f(z). Je-linyni h > 0 takové, ze ¢ + h € I, potom
je f(c+ h) — f(c) < 0. Vydéleni této nerovnosti kladnym h dostaneme:

fle+h) = fle)
h

<0.

Odtud plyne

e ) fle+h) - £(©)
file) = lim h = Jm h =0

Tedy dokazali jsme, Ze f'(c) < 0. Opaénou nerovnost se dokaze analogicky. Je-lih < 0
takové, ze ¢ + h € I, potom f(c+ h) — f(c) < 0. Vydélenim zadpornym h pak
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dostaneme
fleth — @) _
h =
Odtud plyne

Dokazali jsme tedy, ze f'(c) > 0. Z pfedchoziho plyne f'(c) = 0 coz jsme chtéli
dokazat.[]

P¥iklad. Najdéme stacionarni body funkce f(z) = #%/°(4 — ).

Reseni. D; = R. Pokud aplikujeme pravidlo pro derivaci soucinu, dostaneme:

128z

fi(@) = 2¥3(-1) + (4 — @) (3o 2) = ... 522/5

Odtud plyne, Ze f’(%) = 0. Déle funkce f nema kone¢nou derivaci f'(0). Tedy funkce f

ma dva stacionarni body z = 0 az = 3/2.

3.5

Nyni si mizeme shrnout postup pfi urceni absolutnich extrém spojité funkce
f: {a,b) — R na omezeném uzavieném intervalu (a, b):

1. Najdéme funk¢ni hodnoty funkce f v kazdém stacionarnim bodé v intervalu (a, b).

2. Najdéme funkéni hodnoty f(a) a f(b).

3. Nejvétsi funkéni hodnota nalezena v bodech 1. a 2. je absolutnim maximem funkce a
nejmensi z funkénich hodnot nalezenych v bodech 1. a 2. je absolutnim minimem
funkce.

Priklad. Hledejme absolutni extrémy funkce f(z) = x> — 3z* + 1 na intervalu (—%, 4).

Reseni. Vzhledem ke spojitosti funkce f Ize pouzit vyse zminény tiibodovy postup.

Urcime stacionarni body uvnitf daného intervalu <—%, 4).

f'(z) = 32* — 6.
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Hledejme tedy kofeny rovnice f'(x) = 0. Kofeny této rovnice jsou z = 0 a z = 2. Tyto
stacionarni body lezi v intervalu (—%,4). Funkéni hodnoty jsou

1 1
-——)== 4) =17.
f-5) =5 f@=1T
Porovnanim téchto hodnot dojdeme k zavéru, ze funkéni hodnota f(4) = 17 je
absolutnim maximem a funkéni hodnota f(2) = —3 je absolutnim minimem.
Ya
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